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1 Óâîä 1

1 Óâîä

Íàïîñëåäúê ñóïåðêîíôîðìíèòå òåîðèè íà ïîëåòî çà ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè ñà îò îñîáåí
èíòåðåñ. Ñ íàé-ãîëÿìî çíà÷åíèå ñà òåçè ñ D 5 6, çàùîòî â òåçè ñëó÷àè ïîðîäåíèòå
ñóïåðêîíôîðìíè àëãåáðè çàäîâîëÿâàò òåîðåìàòà íà Õàã-Ëîïóøàíñêè-Ñîíèóñ [1]. Òîâà ïðàâè
êëàñèôèêàöèÿòà íà óíèòàðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ íà òåçè àëãåáðè ìíîãî âàæíè.
Äîñêîðî ïîäîáíà êëàñèôèêàöèÿ áåøå èçâåñòíà ñàìî çà D = 4 ñóïåðêîíôîðìíèòå àëãåáðè
su(2, 2/1) [2] è su(2, 2/N) [3, 4] (çà ïðîèçâîëíè N). Íåîòäàâíà, êëàñèôèêàöèÿòà çà D = 3 (çà
÷åòíè N), D = 5 è D = 6 (çà N = 1, 2) áåøå íàïðàâåíà â [5] è íàé-íàêðàÿ ñëó÷àÿò D = 6 (çà
ïðîèçâîëíè N) áåøå èç÷åðïàí â [6].

Ñëåä êàòî âå÷å ñìå îïðåäåëèëè óíèòàðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ íà åäíà
(ñóïåð-)àëãåáðà, ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ñå íàìåðÿò òåõíèòå õàðàêòåðè, ò.ê. òå äàâàò ñïåêòúðà,
êîéòî å âàæåí çà ïðèëîæåíèÿòà. Òàçè ðàáîòà äàâà èç÷åðïàòåëåí ðåçóëòàò çà õàðàêòåðèòå
íà âñè÷êè óíèòàðíè íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíèòå ñóïåðàëãåáðè su(2, 2/N) çà
D = 4. Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, âúïðîñúò çà ïðåäñòàâÿíèÿòà ñ êîíôîðìíà ðàçìåðíîñò
íàä ½óíèòàðíàòà òî÷êà“ å ðåøåí çà ñúîòâåòíàòà êîìïëåêñíà ñóïåðàëãåáðà sl(4/N). Íî çà
su(2, 2/N) äîðè ïðåäñòàâÿíèÿòà íàä òàçè òî÷êà ñå ðåäóöèðàò çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà ñïèíà
è èçîñïèíà.

Îò êàçàíîòî ãîðå ñòàâà ÿñíî, ÷å å íåîáõîäèìà äåòàéëíà êàðòèíà íà èçñëåäâàíèòå îò íàñ
ïðåäñòàâÿíèÿ. Çà ùàñòèå òÿ å äàäåíà â [3, 7, 8, 4]. Ñëåäâàéêè òåçè ðàáîòè è íàé-âå÷å [9], â
òàçè òåçà ïðåäñòàâÿìå ïîäðîáíà èíôîðìàöèÿ çà ïðåäñòàâÿíèÿòà íà su(2, 2/N) çà D = 4 è,
èçïîëçâàéêè ñòðóêòóðàòà íà Âåðìà�ìîäóëèòå, èçâåæäàìå ôîðìóëè çà õàðàêòåðèòå.
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2 Âúâåäåíèå â àëãåáðèòå. Àëãåáðè íà Ëè

2.1 Äåôèíèöèÿ íà àëãåáðà. Òèïîâå àëãåáðè. Àëãåáðè íà Ëè. Ïðèìåðè
Ñëåäâàìå [10]. Íåêà F å ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêà 0. Íàðè÷àìå A àëãåáðà íàä F, àêî A å
ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä F, â êîåòî äîïúëíèòåëíî å äåôèíèðàíà áèëèíåéíà îïåðàöèÿ:
A×A ∈ (X,Y ) → X · Y 3 A, íàðå÷åíà óìíîæåíèå; X · Y ñå íàðè÷à ïðîèçâåäåíèå íà X,Y ∈ A.
Àëãåáðàòà A ñå íàðè÷à àñîöèàòèâíà, àêî X · (Y · Z) = (X · Y ) · Z çà âñè÷êè X, Y, Z ∈ A.
Àëãåáðàòà A ñå íàðè÷à àëãåáðà íà Ëè, àêî ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè:

X · X = 0 , (2.1à)
X · (Y · Z) + Y · (Z ·X) + Z · (X · Y ) = 0 . (2.1á)

Ïúðâîòî å ò.íàð. óñëîâèå çà àíòèêîìóòàòèâíîñò, à âòîðîòî - òúæäåñòâî íà ßêîáè. Îò (2.1à)
ñëåäâà

0 = (X + Y ) · (X + Y ) = X ·X + X · Y + Y ·X + Y · Y = X · Y + Y ·X ,

ò.å.
X · Y = −Y ·X . (2.2)

Âñúùíîñò (2.2) å åêâèâàëåíòíî íà (2.1à), àêî charF 6= 2. Óñëîâèå (2.1á) îçíà÷àâà, ÷å àëãåáðèòå
íà Ëè íå ñà àñîöèàòèâíè.

Âñÿêà àñîöèàòèâíà àëãåáðà å àëãåáðà íà Ëè ïî îòíîøåíèå íà îïåðàöèÿòà:

[X,Y ] ≡ X · Y − Y ·X , (2.3)

íàðå÷åíà êîìóòàòîð íà X è Y . Ïî-íàòàòúê, êîãàòî ñòàâà âúïðîñ çà àëãåáðè íà Ëè, ùå
îçíà÷àâàìå ïðîèçâåäåíèåòî íà X è Y ñ [X, Y ]. Òîãàâà ïðåïèñâàìå (2.1) òàêà:

[X, X] = 0 , (2.4à)
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 . (2.4á)

Àêî A å êðàéíîìåðíà àëãåáðà, ïðîèçâåäåíèåòî íà áàçèñíèòå é åëåìåíòè Xi îïðåäåëÿ ïî
ëèíåéíîñò ïðîèçâåäåíèåòî ìåæäó êîè äà å äâà åëåìåíòà â A:

Xi · Xj =
n∑

k=1

ck
ijXk , ck

ij ∈ F , i, j = 1, . . . , n , (2.5)

êúäåòî n = dimA. Åëåìåíòèòå ck
ij ñå íàðè÷àò ñòðóêòóðíè êîíñòàíòè íà A è îïðåäåëÿò

íàïúëíî àëãåáðàòà (ïî îòíîøåíèå íà áàçèñà {Xi}; ïðåîáðàçóâàò ñå êàòî òåíçîðè). Â ñëó÷àé íà
àëãåáðè íà Ëè îò (2.1) è (2.5) ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî îãðàíè÷åíèå çà ñòðóêòóðíèòå êîíñòàíòè: 1

1Â ñëó÷àé íà àëãåáðè íà Ëè, ïîðàäè âðúçêàòà, ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó, ck
ij îáðàçóâàò ïðåîïðåäåëåíà ñèñòåìà.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà ñå âúçñòàíîâè àëãåáðàòà, äîñòàòú÷íî å äà ñå çíàå ñèñòåìàòà îò êîðåíè ∆. Òÿ îáà÷å
ïðèòåæàâà îïðåäåëåíà ñèìåòðèÿ, ïîðàäè êîåòî ìèíèìàëíàòà íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ çà àëãåáðè÷íàòà
ñòðóêòóðà ñå íîñè îò ò.íàð. êàðòàíîâà ìàòðèöà, íà êîÿòî ñå ñúïîñòàâÿ ò.íàð. äèàãðàìà íà Äèíêèí. Ïîñðåäñòâîì
äèàãðàìè íà Äèíêèí ñå ïðàâè êëàñèôèêàöèÿ íà ïîëóïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè.
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ck
ij = −ck

ji (2.6à)
cn
klc

p
mn + cn

lmcp
kn + cn

mkc
p
ln = 0 . (2.6á)

Íåêà B å âåêòîðíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà A; B ñå íàðè÷à ïîäàëãåáðà íà A, àêî X · Y ∈ B çà
âñè÷êè X, Y ∈ B. Íåêà B ⊂ A, C ⊂ A. Äåôèíèðàìå ïðîèçâåäåíèåòî

B · C ≡
{

k∑

i=1

aiYi · Zi : k ∈ N, ai ∈ F, Yi ∈ B, Zi ∈ C
}

. (2.7)

Ïîäàëãåáðàòà I íà A ñå íàðè÷à èäåàë íà A, àêî A · I ⊂ I, I · A ⊂ I .
Íåêà A å àëãåáðà è I å íåèí èäåàë. Òîãàâà ôàêòîð-âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî A/I å ñúùî

àëãåáðà, íàðå÷åíà ôàêòîð-àëãåáðà, ñ îïåðàöèÿ (X + I) · (Y + I) = X · Y + I .
Íåêà A è B ñà äâå àëãåáðè. Âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî A ⊕ B = {(X, Y ) : X ∈ A, Y ∈ B}

å àëãåáðà ñ îïåðàöèÿ (X1, Y1) · (X2, Y2) ≡ (X1 ·X2, Y1 · Y2). Àëãåðàòà A ⊕ B ñå íàðè÷à ïðÿêà
ñóìà íà A è B.

Åíäîìîðôèçúìúò D, äåôèíèðàí â A, ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà íà A, àêî D(X ·Y ) = (D ·X) ·
Y + X · (D ·Y ), ∀X,Y ∈ A. Àêî D1 è D2 ñà ïðîèçâîäíè íà A, òî è D1 ◦ D2 − D2 ◦ D1 e ñúùî
ïðîèçâîäíà íà A.

Çà àëãåáðàòà íà Ëè G ñå äåôèíèðà ïðåäñòàâÿíå âúâ âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî V , êîåòî å
ëèíåéíî èçîáðàæåíèå ϕ : G → Aut V 2, òàêîâà ÷å ϕ ([X, Y ]) = [ϕ(X), ϕ(Y )] ≡ ϕ(X) ◦ ϕ(Y ) −
ϕ(Y )◦ϕ(X). Ïðåäñòàâÿíåòî ϕ ñå íàðè÷à ïðåâîäèìî (èëè ïðîñòî), àêî V ñúäúðæà íåòðèâèàëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî V ′, 0 6= V ′ 6= V , êîåòî å èíâàðèàíòíî ïîä äåéñòâèåòî íà ϕ, ò.å. ϕ(Y )v ∈ V ′ çà
âñè÷êè Y ∈ G, v ∈ V ′. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ϕ ñå íàðè÷à íåïðåâîäèìî. Ïðåäñòàâÿíåòî ñå
íàðè÷à íàïúëíî ïðåâîäèìî (èëè ïîëóïðîñòî), àêî V ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðÿêà ñóìà íà
èíâàðèàíòíè ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðåäñòàâÿíåòî ñå íàðè÷à íåðàçëîæèìî, àêî å ïðåâîäèìî, íî
íå íàïúëíî ïðåâîäèìî.

Âàæíî çíà÷åíèå èìà ò.íàð. ïðèñúåäèíåíî ïðåäñòàâÿíå, äåéñòâàùî îò G â G:

adX : G −→ G ; adX : Y −→ [ X, Y ] , X, Y ∈ G . (2.8)
Ïîäàëãåáðàòà Z ⊂ G ñå íàðè÷à öåíòúð íà G, àêî å ìàêñèìàëíàòà àáåëåâà ïîäàëãåáðà íà

G, òàêàâà ÷å [X, Y ] = 0, ∀X ∈ Z, ∀Y ∈ G.
Àëãåáðàòà íà Ëè G ñå íàðè÷à ïðîñòà, àêî íå å àáåëåâà è íÿìà èäåàëè ñ èçêëþ÷åíèå íà

òðèâèàëíèòå (åäèíè÷íèÿ åëåìåíò è öÿëàòà àëãåáðà). G ñå íàðè÷à ïîëóïðîñòà, àêî íÿìà àáåëåâè
èäåàëè ñ èçêëþ÷åíèå íà åäèíè÷íèÿ åëåìåíò.

Àëãåáðàòà íà Ëè G ñå íàðè÷à ðåäóêòèâíà, àêî ìîæå äà ñå ðàçëîæè òàêà G = Z ⊕ [G,G],
êúäåòî Z e öåíòúðúò íà G è [G,G] å èäåàë (ïîëóïðîñò) íà G. Òîãàâà, àêî Z = 0, ðåäóêòèâíàòà
àëãåáðà å ïîëóïðîñòà è îáðàòíî. Î÷åâèäíî åäíà êðàéíîìåðíà àëãåáðà íà Ëè å ðåäóêòèâíà,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåéíîòî ïðèñúåäèíåíî ïðåäñòàâÿíå å íàïúëíî ïðåâîäèìî.

Íåêà G å êðàéíîìåðíà àëãåáðà íà Ëè. Äåôèíèðàìå çà âñè÷êè X, Y ∈ G áèëèíåéíà
ñèìåòðè÷íà ôîðìà B : G × G −→ C, íàðå÷åíà ôîðìà íà Êèëèíã çà G, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

B(X, Y ) ≡ tr adX adY . (2.9)
2Aut V îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè àâòîìîðôèçìè - èçîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ íà V â ñåáå ñè
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Âàæíî çíà÷åíèå èìà ñëåäíàòà òåîðåìà:
Òåîðåìà 2.1 Kðàéíîìåðíàòà àëãåáðà íà Ëè G å ïîëóïðîñòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ôîðìàòà B å íåèçðîäåíà.

2.2 Ñòðóêòóðà è ñèñòåìà îò êîðåíè íà ïîëóïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè. Áàçèñ íà
Êàðòàí-Âàéë. Ãåíåðàòîðè íà Øåâàëèå

Íåêà G0 = G⊕Z å êðàéíîìåðíà ðåäóêòèâíà àëãåáðà íà Ëè íàä C èëè R, êúäåòî G = [G0,G0] å
ïîëóïðîñò èäåàë íà G0, à Z å öåíòúðúò íà G0. Àíàëèçúò íà ñòðóêòóðàòà íà G0 å áàçèðàí íà
ñïåöèàëåí êëàñ êîìóòàòèâíè (àáåëåâè) ïîäàëãåáðè H0 ⊂ G0. Ïîäàëãåáðàòà H0 ⊂ G0 ñå íàðè÷à
ïîäàëãåáðà íà Êàðòàí íà G0 , àêî:

1. H0 å ìàêñèìàëíàòà àáåëåâà ïîäàëãåáðà íà G0

2. îïåðàòîðèòå ad X ñà äèàãîíàëíè â G0 çà âñè÷êè X ∈ H0.
ßñíî å, ÷å H0 ⊃ Z, H0 = H⊕Z, êúäåòî H å êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà íà G. Âñÿêà ïîëóïðîñòà
àëãåáðà íà Ëè èìà íåòðèâèàëíà ïîäàëãåáðà íà Êàðòàí (òåîðåìà).

Èçõîæäàéêè îò äåôèíèöèÿòà íà êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà, åëåìåíòèòå adH, H ∈ H ìîãàò
äà áúäàò äèàãîíàëèçèðàíè åäíîâðåìåííî. Îçíà÷àâàìå ñ H∗ äóàëíàòà àëãåáðà íà H, ò.å.
àëãåáðàòà îò ôóíêöèîíàëè, äåéñòâàùè íà H. Íåêà çà α ∈ H∗ äà èìàìå

Gα = {X ∈ G : [H, X] = α(H)X, ∀H ∈ H} . (2.10)
Î÷åâèäíî G0 = H. Íåêà ∆ = {α ∈ H∗ : α 6= 0, Gα 6= {0}} . Ìíîæåñòâîòî ∆ ñå íàðè÷à
ñèñòåìà îò êîðåíè íà G ïî îòíîøåíèå íà H, à åëåìåíò îò ∆ ñå íàðè÷à êîðåí.

Âàëèäíî å ñëåäíîòî ðàçëîæåíèå:

G = H⊕⊕α∈∆Gα . (2.11)
Çà âñÿêî λ ∈ H∗ äåôèíèðàìå åäèíñòâåíî Hλ : B(Hλ,H) = λ(H), ∀H ∈ H. Îçíà÷àâàìå

HR =
∑

αRHα. Íåêà H1, . . . , H` å áàçèñ â HR. Èçâúðøâàìå ëåêñèêîãðàôè÷åñêî ïîäðåæäàíå
â H∗R, ò.å. çà λ1, λ2 ∈ H∗R, λ1 > λ2, àêî ∃k : 0 5 k 5 ` − 1, òàêîâà ÷å λ1(Hi) = λ2(Hi), i =
1, . . . , k, λ1(Hk+1) > λ2(Hk+1). Àêî λ > 0, êàçâàìå, ÷å λ å ïîëîæèòåëåí.

Íåêà ∆+ ≡ {α ∈ ∆ : α > 0} , ∆− ≡ {α ∈ ∆ : α < 0}; òîãàâà ∆ =
∆+ ∪ ∆−, ∆+ ∩ ∆− = ∅.

Êîðåíúò α ∈ ∆+ ñå íàðè÷à ïðîñò, â ñëó÷àé, ÷å íå ìîæå äà ñå ðàçëîæè ïî íà÷èíà α =
β+γ , β, γ ∈ ∆+. Î÷åâèäíî ïðîñòèòå êîðåíè ôîðìèðàò áàçèñ â ∆+, ò.å. çà âñåêè α ∈ ∆+ èìàìå
α =

∑
i niαi, ni ∈ Z+. Te oáðàçóâàò áàçèñ è íà ∆− ñ ni ∈ Z−. Ñëåäîâàòåëíî ïðîñòèòå êîðåíè

îáðàçóâàò áàçèñ íà ∆, êàêòî è íà H∗.
Äà ðàçãëåäàìå ãåíåðàòîðèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà ïðîñòèòå êîðåíè (âèæ (2.10)):

Ẽi, F̃i, H̃i, i = 1, . . . , ` = dimH, ñ êîìóòàöèîííè ñúîòíîøåíèÿ:

[
H̃i, H̃j

]
= 0,

[
H̃i, Ẽj

]
= αj(H̃i)Ẽj ,

[
H̃i, F̃j

]
= −αj(H̃i)F̃j ,

[
Ẽi, F̃j

]
= δijH̃i,

(2.12)
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Òåçè åëåìåíòè ãåíåðèðàò àëãåáðàòà G è îáðàçóâàò ò.íàð. áàçèñ íà Êàðòàí-Âàéë.
Ãåíåðàòîðèòå íà Øåâàëèå ñå áåëåæàò ñ X±

i , i = 1, . . . , `, è ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç ãîðíèòå
òàêà:

X+
i =

√
2

(αi, αi)
Ẽi

X−
i =

√
2

(αi, αi)
F̃i

Hi =
2

(αi, αi)
H̃i = H̃∨

i .

(2.13)

Ãåíåðàòîðèòå íà Øåâàëèå èìàò ñëåäíèòå êîìóòàöèîííè ñúîòíîøåíèÿ:

[Hi, Hj ] = 0

[
Hi, X

±
j

]
= ±aijX

±
j = ±(α∨i , αj)X±

j , α∨i ≡ 2αi/(αi, αi)

[
X+

i , X−
j

]
= δijHi .

(2.14)

Ðàçïîëàãàéêè ñ ãîðíàòà ñèñòåìà (2.12) ñìå â ñúñòîÿíèå äà âúçñòàíîâèì öÿëàòà àëãåáðà G,
íàëàãàéêè äîïúëíèòåëíà ñèñòåìà îò îãðàíè÷åíèÿ, íàðå÷åíè ðåëàöèè íà Ñåð (Serre) ïðè i 6= j:

n∑

k=0

(−1)k

(
n
k

)
(X±

i )k X±
j (X±

i )n−k = 0 , i 6= j , n = 1− aij . (2.15)

Òàçè ñèñòåìà ãàðàíòèðà, ÷å íå ñå ãåíåðèðàò íåñúùåñòâóâàùè íåïðîñòè âåêòîðè, ò.å. òàêèâà,
êîèòî äà íå ñúîòâåòñòâàò íà íåïðîñò êîðåí.

2.3 Ðåàëíè ôîðìè íà àëãåáðèòå íà Ëè è êîìïëåêñèôèêàöèÿ
Ñëåäâàìå [11]. Íåêà å çàäàäåíà êîìïëåêñíàòà àëãåáðà GC. Àëãåáðàòà G ñå íàðè÷à ðåàëíà
ôîðìà íà GC, àêî

GC = G ⊕ iG ,

ò.å. âñåêè åëåìåíò z ∈ GC ìîæå åäíîçíà÷íî äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà z = x + iy, x, y ∈ G. Çà
åäíà êîìïëåêñíà àëãåáðà ìîãàò äà áúäàò äåôèíèðàíè ïîâå÷å îò åäíà ðåàëíè ôîðìè.

Àêî σ å àíòèëèíååí èíâîëþòèâåí àâòîìîðôèçúì íà àëãåáðàòà GC (ò.å. σ2 = 1, σ(λz) =
λ̄σ(z), λ ∈ C), òî ðåàëíàòà ôîðìà íà àëãåáðàòà G å ìíîæåñòâîòî îò íåãîâèòå íåïîäâèæíè
òî÷êè. Íà âñÿêà ðåàëíà ôîðìà íà GC ñúîòâåòñòâà àâòîìîðôèçúì íà GC îò ãîðíèÿ òèï.
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Àâòîìîðôèçìèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà äâå èçîìîðôíè ðåàëíè ôîðìè, ñà ñïðåãíàòè åäèí íà
äðóã ñ åëåìåíò îò AutGC. Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè íåèçîìîðôíè ðåàëíè ôîðìè ìîãàò äà ñå
êëàñèôèöèðàò ÷ðåç íååêâèâàëåíòíèòå â AutGC èíâîëþòèâíè àâòîìîðôèçìè.

Êîìïëåêñèôèêàöèÿ GC íà àëãåáðàòà íà Ëè G ñå íàðè÷à GC = G ⊕ iG, êúäåòî G å
àëãåáðà íà Ëè íàä R, à àëãåáðè÷íàòà îïåðàöèÿ â GC ñå çàäàâà òàêà:

[X1 + iY1, X2 + iY2] = ([X1, X2]− [Y1, Y2]) + i ([X1, Y2] + [Y1, X2]) .
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3 Êîíôîðìíè ïðåîáðàçóâàíèÿ è êîíôîðìíà àëãåáðà

3.1 Êîíôîðìíè ïðåîáðàçóâàíèÿ
Ñëåäâàìå [17]. Êîíôîðìíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ ñà ïðåîáðàçóâàíèÿ âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî,
çàïàçâàùè úãúëà ìåæäó äâå ïðåñè÷àùè ñå êðèâè.

Íåêà èìàìå ìíîæåñòâî X îò åëåìåíòè, ïðèíàäëåæàùè íà D-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêà
η:

x = (x0, · · ·xD−1) ∈ X (3.16)
è ñìå äåôèíèðàëè èçîáðàæåíèå G : X → X ′ 3 x′ = (x′0, · · ·x′D−1) â äðóãî ìíîæåñòâî ñ
ìåòðèêà η′. Èçîáðàæåíèåòî G å êîíôîðìíî, àêî:

η′µ1µ2
(x′) =

∂gν1

∂xµ1

∂gν2

∂xµ2
ην1ν2(x) = Ω2(x)ηµ1µ2(x) , (3.17)

ò.å. ïðè ïðåîáðàçóâàíèÿ òåíçîðúò ηµ1µ2(x) ñå çàïàçâà ñ òî÷íîñò äî ëîêàëåí ìíîæèòåë.
Äîêàçâà ñå, ÷å êîíôîðìíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ îáðàçóâàò (ïðîñòà) ãðóïà. Íåêà îòáåëåæèì

êîíôîðìíàòà ãðóïà çà 2h-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà Ìèíêîâñêè M2h ñ C(M2h). Ðàçãëåæäàìå
èíôèíèòåçèìàëíî êîíôîðìíî ïðåîáðàçóâàíèå

x′µ = xµ + δxµ

è íàëàãàìå îãðàíè÷åíèå âúðõó äîáàâú÷íèÿ ÷ëåí, ïîðîäåíî îò äåôèíèöèîííîòî ïðåäñòàâÿíå íà
C(M2h) (3.17). Ïîëó÷àâàìå

∂ν∂µδxµ = const

è ñëåäîâàòåëíî
δxµ = aµ + bµ

νxν + cµ
νρx

νxρ ,

êúäåòî

• aµ å òðàíñëàöèÿ è âúðõó íåÿ íÿìà îãðàíè÷åíèÿ;

• bµ
ν = ληµ

ν + mµ
ν , tr mµ

ν = 0. Ïúðâèÿò ÷ëåí ñúîòâåòñòâà íà äèëàòàöèÿ, ò.å. ïîêîîðäèíàòíî
óìíîæåíèå ñ λ, à âòîðèÿò � íà ðîòàöèÿ. Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè òðàíñëàöèè, ðîòàöèè
è äèëàòàöèè îáðàçóâàò ò.íàð. ïîäãðóïà íà Âàéë (Weyl), êîÿòî ñúäúðæà âñè÷êè ëèíåéíè
òðàíñôîðìàöèè. Çà h = 2 ïúðâèòå äâå îáðàçóâàò 10-ïàðàìåòðè÷íàòà (4+6) ïîäãðóïà íà
Ïîàíêàðå, çà êîÿòî ìàùàáíèÿò ôàêòîð óäîâëåòâîðÿâà Ω2(x) = 1;

• cµ
νρ ïîðàæäà íîâ âèä òðàíñôîðìàöèè, íåïðåíàäëåæàùè íà GL(M2h), íàðå÷åíè
ñïåöèàëíè êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè (SCT). Îáùèÿò èì âèä å

x′µ =
xµ − bµx2

1− 2b · x + b2x2
.

Çà ïî-èíòóèòèâíîòî èì âúâåæäàíå, òå ñå ïðåäñòàâÿò ïîñðåäñòâîì ò.íàð. èíâåðñèÿ -
xµ −→ xµ

x2 , ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ñïåöèàëíàòà êîíôîðìíà òðàíñôîðìàöèÿ å åêâèâàëåíòíà
íà äåéñòâèå ñ èíâåðñèÿ, êîÿòî ñå íàìèðà ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè òðàíñëàöèè.
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Ñëåäîâàòåëíî C(M2h) ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ (â äÿñíî å ïîñî÷åíî
äåéñòâèåòî èì âúðõó M2h):

1. Òðàíñëàöèè: xµ → xµ + aµ

2. Ðîòàöèè: xµ → Mµ
ν xν (Mµ

ν - ôîðìèðàò ïðåäñòàâÿíå íà ëîðåíöîâàòà ãðóïà)

3. Äèëàòàöèè: xµ → λxµ

4. Ñïåöèàëíè êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè (SCT): xµ −→ xµ−bµx2

1−2b·x+b2x2

Êîíôîðìíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ íå ñà íàáëþäàâàíà ñèìåòðèÿ â ïðèðîäàòà, íî ñà âàæíè çà
ïîëåâèòå òåîðèè, ïîðàäè ñëåäíèòå ïðè÷èíè [13]:

1. Êîíôîðìíàòà ñèìåòðèÿ ñïîìàãà çà íàìèðàíå è êëàñèôèêàöèÿ íà ðåøåíèÿ, ò.ê.
ñúùåñòâóâàò êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíè ÷àñòè îò ëàãðàíæèàíà íà âçàèìîäåéñòâèå
(íåñúäúðæàùè ðàçìåðíè ïàðàìåòðè: ìàñà èëè ðàçìåðíè êîíñòàíòè íà âðúçêàòà) è
ñëåäîâàòåëíî ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ ñà ñâúðçàíè ñ êîíôîðìíî ïðåîáðàçóâàíèå. Óäîáíî
å êîíôîðìíàòà ñèìåòðèÿ äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïðèáëèæåíèå êàòî ñå îò÷èòà âëèÿíèåòî
íà äîïúëíèòåëíèÿ íåñèìåòðè÷åí ÷ëåí.

2. Ôèçè÷åñêè ñìèñëåíèòå òåîðèè íà ïîëåòî ïðè âèñîêè åíåðãèè ñà êîíôîðìíî èíâàðèàíòíè.
Ïåðòóðáàöèÿòà êúì êîíôîðìíàòà ñèìåòðèÿ ëåñíî ñå ïðèëàãà â ïîäîáíè ñëó÷àè.

3.2 Êîíôîðìíà àëãåáðà
Ëåñíî ñå íàìèðà ÿâíèÿò âèä íà ãåíåðàòîðèòå, äåéñòâàùè â M2h:

1. Òðàíñëàöèè: Pλ = −i∂λ

2. Ðîòàöèè: Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

3. Äèëàòàöèè: D = −ixµ∂µ

4. SCT: Kµ = −(2xµxν∂ν − x2∂µ)

Íåíóëåâèòå êîìóòàöèîííè ñúîòíîøåíèÿ ñà:

[D, Pµ] = +iPµ, [Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD −Mµν), [Pρ,Mµν ] = i(ηρµPν − ηρνPµ),

[D,Kµ] = −iKµ, [Kρ, Mµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ),

[Mµν ,Mρσ] = i(ηνρMµσ + ηµσMνρ − ηµρMνσ − ηνσMνρ)

Äåôèíèðàìå

Jµν = Mµν , J−1,0 = D, J−1,µ = −1
2
(Pµ −Kµ), J0,µ =

1
2
(Pµ + Kµ)
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è çàäàâàìå àëãåáðàòà â ñëåäíàòà ïî-êîìïàêòíà ôîðìà:

[Jab, Jcd] = i(ηcdJbc + ηbcJad − ηacJbd − ηbdJac) ,

ñëåä êîåòî çàáåëÿçâàìå, ÷å òîâà ñà êîìóòàòîðèòå íà àëãåáðàòà íà ãðóïàòà SO(2h, 2),
ñúîòâåòñòâàùà íà ïñåâäîðîòàöèè â ïî-âèñîêî ïî ðàçìåðíîñò (2h+2) ïðîñòðàíñòâî, ò.å.
ñâúðçàíàòà ÷àñò íà C(M2h), äåéñòâàùà â M2h (ñúñ ñèãíàòóðà (2h − 1, 1)), å èçîìîðôíà íà
ïðîñòàòà ãðóïà SO(2h, 2). Ôîðìàëèçìúò íà òðåòèðàíå íà C(M2h) êàòî ïîäãðóïà íà O(2h, 2) å
ðàçâèò îò Äèðàê.
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4 Ïðåäñòàâÿíèÿ

4.1 Òåíçîðíà àëãåáðà. Óíèâåðñàëíà îáâèâàùà àëãåáðà
Ñëåäâàìå [10]. Íåêà E å êðàéíîìåðíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåòî F. Òåíçîðíàòà
àëãåáðà íàä E ñå äåôèíèðà êàòî ñëåäíàòà áåçêðàéíîìåðíà àñîöèàòèâíà àëãåáðà:

T (E) =
∞⊕

k=0
E⊗k, E⊗k ≡ E ⊗ . . .⊗E︸ ︷︷ ︸

k

, E⊗0 ≡ F , (4.18)

êúäåòî àëãåáðè÷íàòà îïåðàöèÿ ñå äåôèíèðà òàêà:

(x1 ⊗ . . .⊗ xk) · (y1 ⊗ . . .⊗ y`) = x1 ⊗ . . .⊗ xk ⊗ y1 ⊗ . . .⊗ y`

è ñå ïðîäúëæàâà ïî ëèíåéíîñò çà öÿëàòà àëãåáðà.
Ïî-íàòàòúê ùå ïèøåì v1 . . . vr ≡ v1⊗. . .⊗vr. Åëåìåíòèòå t ∈ E⊗k ñå íàðè÷àò êîâàðèàíòíè

òåíçîðè îò ñòåïåí k

t =
∑

ti1...ik`i1 . . . `ik ,

êúäåòî `i ∈ S, S å áàçèñ íà E, ti1...ik`i1 . . . `ik ∈ F.
Òåíçîðúò t ñå íàðè÷à ñèìåòðè÷åí (àíòèñèìåòðè÷åí), àêî ti1...ik å ñèìåòðè÷íî

(àíòèñèìåòðè÷íî) ïî âñè÷êè èíäåêñè (ñèìåòðèÿòà íå çàâèñè îò èçáîðà `i ∈ S). Îçíà÷àâàìå

S(E) =
∞⊕

k=0
Sk(E), A(E) =

∞⊕
k=0

Ak(E) , (4.19)

êúäåòî Sk(E), (Ak(E)) å ïîäïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè ñèìåòðè÷íè (àíòèñèìåòðè÷íè) òåíçîðè
îò ñòåïåí k. Àêî dimE = n < ∞ ,

dim Sk(E) =
(

n + k − 1
k

)
=

(n + k − 1)!
k!(n− 1)!

, dimAk(E) =
(

n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

.

Ñåãà ðàçãëåæäàìå àëãåáðà íà Ëè G. Óíèâåðñàëíà îáâèâàùà àëãåáðà U(G) íàä G ñå
äåôèíèðà êàòî ôàêòîð-àëãåáðàòà U(G) ∼= T (G)/I, êúäåòî I å èäåàëúò, ãåíåðèðàí îò
åëåìåíòèòå [x, y]−(xy − yx). Ò.ê. U(G) ∼= S(G) êàòî âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà, áàçèñúò â U(G) ñå
çàäàâà ñ

`0 = 1, `i1...ik = `i1`i2 . . . `ik , i1 5 . . . 5 ik .

4.2 Ñóïåðàëãåáðè íà Ëè. Ñèñòåìè îò êîðåíè.
Ñóïåðïðîñòðàíñòâî íàðè÷àìå ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî M íàä F ñ Z2�ãðàäóèðîâêà, ò.å.
îïðåäåëåíî å ðàçëîæåíèå M = M0̄ ⊕ M1̄, M0̄ è M1̄ ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî ÷åòíè è íå÷åòíè.
Çà òÿõ ñå äåôèíèðà ÷åòíîñò p(m) = 0, 1 ñúîòâåòíî çà M0̄, M1̄. Ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâî å Z2�
ãðàäóèðàíî ïîäïðîñòðàíñòâî N ⊂ M , òàêà ÷å Nk̄ ⊂ Mk̄.

Ñóïåðàëãåáðà ñå íàðè÷à ñóïåðïðîñòðàíñòâî A, êîåòî å àëãåáðà è çà êîåòî X · Y ∈
Ai+j , X ∈ Ai, Y ∈ Aj . Èäåàë I íà A e èäåàëúò íà àëãåáðàòà A, êîéòî å ñúùåâðåìåííî
ïîäñóïåðïðîñòðàíñòâî íà A.
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Ñóïåðàëãåáðà íà Ëè e ñóïåðàëãåáðàòà G, â êîÿòî çà âñè÷êè X, Y, Z ∈ G èìàìå:

[X, Y ] = −(−1)p(X)p(Y ) [Y,X] (4.20à)
[X, [Y, Z]] = [[X, Y ] , Z] + (−1)p(X)p(Y ) [Y, [X, Z]] . (4.20á)

Óíèâåðñàëíàòà îáâèâàùà ñóïåðàëãåáðà U(G) íà G å U(G) = T (G)/R, êúäåòî T (G) å
òåíçîðíàòà ñóïåðàëãåáðà ñ èíäóöèðàíà Z2�ãðàäóèðîâêà, à R å èäåàë íà T (G), ãåíåðèðàí
îò

[X,Y ]−X ⊗ Y + (−1)p(X)p(Y )Y ⊗X .

Ñóïåðìàòðèöà å ìàòðèöà, çà êîÿòî âñåêè ðåä (è êîëîíà) å îïðåäåëåí èëè êàòî ÷åòåí, èëè
êàòî íå÷åòåí.

Ïðîñòàòà ñóïåðàëãåáðà G = G0̄ ⊕ G1̄ å êëàñè÷åñêà ñóïåðàëãåáðà íà Ëè, çà êîÿòî
ïðåäñòàâÿíåòî íà G0̄ âúðõó G1̄ å íàïúëíî ïðåâîäèìî. Îñíîâíà êëàñè÷åñêà ñóïåðàëãåáðà íà Ëè,
ñå íàðè÷à êëàñè÷åñêàòà, çà êîÿòî å çàäàäåíà íåèçðîäåíà áèëèíåéíà ôîðìà.

Çàäàëè ñìå êëàñè÷åñêàòà ñóïåðàëãåáðà íà Ëè G = G0̄ ⊕ G1̄. Ïîäàëãåáðà íà Êàðòàí H íà
G äåôèíèðàìå äà áúäå êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà íà G0̄. Çà G å âàëèäíî ðàçëîæåíèåòî êàêòî
â ÷åòíèÿ ñëó÷àé, íî òóê ∆ = ∆0̄ ∪ ∆1̄, êúäåòî ∆0̄ å ñèñòåìàòà îò êîðåíè çà G0̄, a ∆1̄ å
ñèñòåìàòà îò òåãëà íà ïðåäñòàâÿíåòî íà G0̄ âúðõó G1̄. 3 Ñèñòåìèòå ∆0̄, ∆1̄ ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî
÷åòía è íå÷åòía. Ñèñòåìà îò êîðåíè Π = {α1, . . . , αr} ñå íàðè÷à ïðîñòà, àêî ñúùåñòâóâàò
âåêòîðè X+

i ∈ Gαi , X−
i ∈ G−αi , êîèòî ãåíåðèðàò G, òàêèâà ÷å

[
X+

i , X−
j

]
= δijHi ∈ H. Çà

ðàçëèêà îò ÷åòíèÿ ñëó÷àé, èçîìîðôíèòå ñóïåðàëãåáðè ìîãàò äà èìàò ðàçëè÷íè ñèñòåìè îò
êîðåíè. Ïðîñòàòà ñèñòåìà îò êîðåíè ñ ìèíèìàëåí áðîé íå÷åòíè êîðåíè ñå íàðè÷à îòëè÷åíà
(distinguished).

4.3 Ìîäóëè íà Âåðìà. Ñèíãóëÿðíè âåêòîðè. Óñëîâèÿ çà ïðåâîäèìîñò íà ìîäóëèòå
íà Âåðìà

Ñëåäâàéêè (2.11), ðàçëàãàìå êîìïëåêñèôèöèðàíàòà àëãåáðà GC = sl(4/N):

GC = G+ ⊕H⊕ G− , (4.21)

êúäåòî G+,G− ñúîòâåòñòâàò íà ïîëîæèòåëíèòå è îòðèöàòåëíèòå êîðåíè íà GC, à H å
êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà íà GC.

Ðàçãëåæäàìå ìîäóëè íà Âåðìà ñ ìëàäøè âåêòîð (LWM) 4 V Λ ∼= U(G+)⊗v0, êúäåòî U(G+)
å óíèâåðñàëíàòà îáâèâàùà àëãåáðà íà G+, Λ ∈ H∗ å ìëàäøåòî òåãëî, à v0 å ìëàäøèÿò âåêòîð
(íàðè÷àí îùå âàêóóìåí âåêòîð (ñúñòîÿíèå) èëè ïðîñòî âàêóóì):

X v0 = 0, X ∈ G−,

H v0 = Λ(H)v0, H ∈ H .
(4.22)

3Ò.å. ∆(1̄) ≡ {α, ad X Y ≡ [X, Y ] = α(X) Y, X ∈ G0̄, Y ∈ G1̄}
4Ìîäóëèòå íà Âåðìà ñà åäíà îò âúçìîæíèòå ðåàëèçàöèè íà (â îáùèÿ ñëó÷àé) áåçêðàéíîìåðíèòå

ïðåäñòàâÿíèÿ
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Çà ïðîñòîòà ùå èçòúðâàìå ⊗ è ùå ïèøåì Pv0 ∈ V Λ, êúäåòî P ∈ U(G+).
Ìîäóëúò íà Âåðìà ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ÷ðåç òåãëîòî Λ. Àêî ìîäóëúò V Λ å íåïðåâîäèì,

òîé çàäàâà íåïðåâîäèìîòî ïðåäñòàâÿíå (irrep) ñ ìëàäøå òåãëî LΛ ñúñ ñúùîòî òåãëî. Àêî å
ïðåâîäèì, òîé ñúäúðæà ìàêñèìàëåí èíâàðèàíòåí ïîäìîäóë IΛ è íåïðåâîäèìîòî ïðåäñòàâÿíå
LΛ ñå ïîëó÷àâà ñëåä ôàêòîðèçèðàíåòî: LΛ = V Λ/IΛ [14].

Åäèí LWM V Λ å ïðåâîäèì, àêî ïîíå åäíî îò óñëîâèÿòà å èçïúëíåíî [7]:

(ρ− Λ, β) = m (β, β) /2 , β ∈ ∆+ , (β, β) 6= 0 , m ∈ N , (4.23à)
(ρ− Λ, β) = 0 , β ∈ ∆+ , (β, β) = 0 , (4.23á)

êúäåòî ρ ∈ H∗, ρ = ρ0̄ − ρ1̄, ρ0̄, ρ1̄ ñà ïîëóñóìèòå íà ÷åòíèòå è íå÷åòíèòå ïîëîæèòåëíè êîðåíè,
à (·, ·) å ïðîèçâåäåíèåòî â H∗.

Àêî (4.23à) å èçïúëíåíî çà íÿêîå β, òîãàâà V Λ ñúäúðæà ïîäìîäóë, êîéòî å Âåðìà�ìîäóë
V Λ′ ñ èçìåñòåíî òåãëî, îïðåäåëåíî ÷ðåç äâîéêàòà (m,β) òàêà: Λ′ = Λ + mβ. Âëàãàíåòî íà V Λ′

â V Λ ñå îñúùåñòâÿâà ÷ðåç îòúæäåñòâÿâàíå íà ìëàäøèÿ âåêòîð v′0 íà V Λ′ ñúñ ñèíãóëÿðíèÿ
âåêòîð vm,β

s ∈ V Λ, êîéòî íàïúëíî ñå îïðåäåëÿ îò

X vm,β
s = 0, X ∈ G−,

H vm,β
s = Λ′(H)v0, H ∈ H , Λ′ = Λ + mβ .

(4.24)

Åêñïëèöèòíî, vm,β
s ñå çàäàâà ÷ðåç ÷åòåí ïîëèíîì íà ãåíåðàòîðèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà

ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè:

vm,β
s = Pm,β v0 , Pm,β ∈ U(G+) . (4.25)

Ïî òîçè íà÷èí ïîäìîäóëúò íà V Λ, êîéòî å èçîìîðôåí íà V Λ′ , ñå çàäàâà ÷ðåç U(G+)Pm,β v0.
Àêî (4.23á) å èçïúëíåíî çà íÿêîå β, òîãàâà V Λ ñúäúðæà ïîäìîäóë Iβ , ïîëó÷åí îò Âåðìà

ïîäìîäóëà V Λ′ ñ èçìåñòåíî òåãëî Λ′ = Λ + β. Òîãàâà V Λ ñúäúðæà ñèíãóëÿðåí âåêòîð

X vβ
s = 0, X ∈ G−,

H vβ
s = Λ′(H)v0, H ∈ H , Λ′ = Λ + β .

(4.26)

Åêñïëèöèòíî, vβ
s ñå çàäàâà ÷ðåç íå÷åòåí ïîëèíîì íà ãåíåðàòîðèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà

ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè:

vβ
s = P β v0 , P β ∈ U(G+) . (4.27)

Òîãàâà
Iβ = U(G+)P β v0 , (P β)2 = 0 ,

ò.ê. êâàäðàòúò íà íå÷åòíèòå ãåíåðàòîðè å íóëà è çàòîâà ïîëèíîìèòå îò ãîðíèÿ òèï ñå
îãðàíè÷àâàò äî ïúðâà ñòåïåí. Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å V Λ′ å íå÷åòíî âëîæåí â V Λ.

Àêî β å íå÷åòåí êîðåí, ïðåìåñòâàíåòî íà òåãëîòî Λ′ = Λ+β íàðè÷àìå íå÷åòíî îòðàæåíèå
è ïî-íàòàòúê ùå ãî îçíà÷àâàìå òàêà:
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ŝβ · Λ ≡ Λ + β , (β, β) = 0 , (Λ, β) 6= 0 . (4.28)
Âñÿêî íå÷åòíî îòðàæåíèå ãåíåðèðà áåçêðàéíà äèñêðåòíà àáåëåâà ãðóïà W̃β , íàðå÷åíà ãðóïà íà
Âàéë.

W̃β ≡ {(ŝβ)n | n ∈ Z} , `((ŝβ)n) = n . (4.29)
Äåôèíèðàëè ñìå ôóíêöèÿòà `(·) âúðõó åëåìåíòèòå w íà W̃β, êîÿòî çàäàâà áðîÿ íà ïðîñòèòå
íå÷åòíè îòðàæåíèÿ, êîèòî ãåíåðèðàò w; `(w) ñå íàðè÷à äúëæèíà íà w. Âàéëîâàòà ãðóïà
W̃β äåéñòâà âúðõó òåãëàòà Λ òàêà:

(ŝβ)n · Λ = Λ + nβ , n ∈ Z , (β, β) = 0 , (Λ, β) 6= 0 . (4.30)
Òîâà èìà îòíîøåíèå êúì ôàêòà, ÷å ñå íàáëþäàâà áåçêðàéíà âåðèãà îò íå÷åòíî âëîæåíè Âåðìà�
ìîäóëè, â ñëó÷àèòå êîãàòî Âåðìà�ìîäóëúò å ïðåâîäèì ñïðÿìî êîé äà å íå÷åòåí êîðåí (âèæ
ñëåäâàùàòà ãëàâà).

4.4 Õàðàêòåðè
Â íà÷àëîâî íà òàçè ñåêöèÿ ùå ñëåäâàìå [15]. Íåêà Ĝ å ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè îò ðàíã `,
Ĥ å êàðòàíîâàòà é ïîäàëãåáðà, à ∆̂ è π̂ ñà ñúîòâåòíî ñèñòåìàòà îò êîðåíè è ìíîæåñòâîòî
íà ïðîñòèòå êîðåíè. Ñ Γ (èëè Γ+) áåëåæèì ìíîæåñòâîòî îò èíòåãðàëíèòå (èëè äîìèíàíòíèòå
èíòåãðàëíè) åëåìåíòè íà Ĥ∗, ò.å. λ ∈ Ĥ∗, òàêèâà ÷å (λ, a∨i ) ∈ Z (èëè Z+) çà âñè÷êè ïðîñòè
êîðåíè αi, (α∨i ≡ 2αi/(αi, αi)). Íåêà V å ìîäóë ñ ìëàäøå òåãëî Λ è ìëàäøè âåêòîð v0. Çà
V å âàëèäíî ñëåäíîòî ðàçëîæåíèå:

V = ⊕
µ∈Γ+

Vµ , Vµ = {u ∈ V | Hu = (λ + µ)(H)u, ∀ H ∈ H} (4.31)

Íåêà E(H)∗ å àñîöèàòèâíàòà àáåëåâà àëãåáðà, ñúñòîÿùà ñå îò ôîðìàëíèòå ðåäîâå∑
µ∈H∗ cµe(µ) , êúäåòî cµ ∈ C , cµ = 0 çà òåçè µ, êîèòî ñà èçâúí îáåäèíåíèåòî íà êðàåí

áðîé ìíîæåñòâà îò âèäà D(λ) = {µ ∈ H∗ | µ = λ} , èìàéêè ïðåäâèä íÿêàêâà íàðåäáà íà
åëåìåíòèòå îò H∗ (ëåêñèêîãðàôè÷åñêà, íàïðèìåð). Ôîðìàëíèòå åêñïîíåíòè èìàò ñâîéñòâîòî:
e(0) = 1 , e(µ)e(ν) = e(µ + ν). Çà ìîäóëà V äåôèíèðàìå õàðàêòåð çà ïðîèçâîëíî µ ∈ H∗ ïðè
óñëîâèå, ÷å å èçïúëíåíî dimVµ < ∞ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ch V =
∑

µ∈Γ+

(dimVµ) e(Λ + µ) = e(Λ)
∑

µ∈Γ+

(dimVµ) e(µ) (4.32)

Àêî V e G-ìîäóë, à V ′ e íåãîâ G-ïîäìîäóë, òîãàâà
ch V = ch V ′ + ch (V/V ′) .

Àêî V å ìîäóë íà Âåðìà, ò.å. V = V Λ, òîãàâà dimVµ = P (µ), êúäåòî P (µ) çàäàâà
áðîÿ ìíîæåñòâà îò âèäà (nαi)αi∈∆+ , òàêèâà ÷å µ =

∑
αi∈∆+ nαiαi, êàòî ñå îò÷èòà êðàòíîñòòà

dimGβ íà âñåêè êîðåí αi. Ñëåäîâàòåëíî ôîðìóëàòà ïðèäîáèâà âèäà:

ch V Λ = e(Λ)
∑

µ∈Γ+

P (µ)e(µ) = e(Λ)
∏

α∈∆+

(1− e(α))−1 . (4.33)
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Íåêà LΛ å êðàéíîìåðåí íåïðåâîäèì LWM çà G+. Ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà ìîæåì äà
çàïèøåì òàêà (Λ ∈ −Γ+):

chLΛ =
∑

ω∈W

(−1)l(ω)ch V ω·Λ , Λ ∈ −Γ+ , (4.34)

êúäåòî îïåðàöèÿòà, îçíà÷åíà ñ òî÷êà, ñå äåôèíèðà òàêà: ω · λ = ω(λ− ρ) + ρ.
Â ñëó÷àé íà îñíîâíèòå êëàñè÷åñêè ñóïåðàëãåáðè íà Ëè, ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà íà Âåðìà�

ìîäóëà V Λ å [14]:

ch V Λ = e(Λ)


 ∏

α∈∆+
0

(1− e(α))−1





 ∏

α∈∆+
1

(1 + e(α))


 . (4.35)

Ïúðâèÿò ôàêòîð
∏

α∈∆+
0̄
(1 − e(α))−1 ñúîòâåòñòâà íà ñúñòîÿíèÿòà íà ÷åòíèÿ ñåêòîð:

V Λ
0 ≡ U((GCI

+)(0̄)) v0 , äîêàòî
∏

α∈∆+
1̄
(1 + e(α)) îòãîâàðÿ íà òåçè îò íå÷åòíèÿ ñåêòîð:

V̂ Λ ≡ (
U(GCI

+)/U((GCI
+)(0̄))

)
v0 . Òàêà íèå ìîæåì äà ïðåäñòàâèì õàðàêòåðà íà V̂ Λ ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí:
ch V̂ Λ ≡

∏

α∈∆+
1̄

(1 + e(α)). (4.36)

Ïî-íàòàòúê ùå ñå ñïðåì êîíêðåòíî íà ñóïåðêîíôîðìíàòà àëãåáðà G = su(2, 2/N). Â òîçè
ñëó÷àé íà V̂ Λ ìîæåì äà ãëåäàìå êàòî íà ñúâêóïíîñò îò ñúñòîÿíèÿ, ïîëó÷åíè â ðåçóëòàò îò
âñè÷êè âúçìîæíè äåéñòâèÿ íà 4N -òå íå÷åòíè ãåíåðàòîðè X+

a,4+k (a = 1, . . . , 4, k = 1, . . . , N)
âúðõó |Λ〉 - ìëàäøè âåêòîð ñ òåãëî Λ. Êàòî ñëåäñòâèå V̂ Λ èìà 24N íà áðîé ñúñòîÿíèÿ, à
áàçèñúò ìó ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå [4]:

Ψε =

(
1∏

k=N

(X+
1,4+k)

ε1,4+k

)(
1∏

k=N

(X+
2,4+k)

ε2,4+k

)
×

×
(

N∏

k=1

(X+
3,4+k)

ε3,4+k

)(
N∏

k=1

(X+
4,4+k)

ε4,4+k

)
|Λ〉 , εaj = 0, 1 ,

(4.37)

êúäåòî ε îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè εij . Âúâåæäàìå ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

εi =
N∑

k=1

εi,4+k , i = 1, 2, 3, 4 , ε = ε1 + ε2 + ε3 + ε4 . (4.38)
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5 Kîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà. Ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà
çà D=4

5.1 Ñòðóêòóðà íà àëãåáðàòà è ñèãíàòóðà íà ïðåäñòàâÿíåòî
Ñóïåðàëãåáðàòà GC ≡ sl(4/N ;C) ñå ðåàëèçèðà ÷ðåç ìàòðèöè (4 + N)× (4 + N):

GC 3 Y =
(

a b
c d

)
,

(
a 0
0 d

)
∈ GC(0̄),

(
0 b
c 0

)
∈ GC(1̄) ,

êúäåòî a, b, c, d ñà ñúîòâåòíî 4× 4, 4×N, N × 4, N ×N ìàòðèöè, à GC
(0̄)

è GC
(1̄)

ñà ñúîòâåòíî
÷åòíàòà è íå÷åòíàòà ÷àñò íà GC è

str Y ≡ tr a− tr d = 0 .

Ñóïåðàëãåáðàòà su(2, 2/N) å ñëåäíàòà (N2 +8N +15)�ìåðíà ðåàëíà ôîðìà íà sl(4/N ;C)
[19]:

G ≡ su(2, 2/N) ≡
{

Y ∈ sl(4/N ;C) | Y +
(ā)w + (−i)awY(ā) = 0, Y(ā) ∈ GC(ā), a = 0, 1

}
;

w ≡



0 12 0
12 0 0
0 0 1N


 ,

êúäåòî Y + å åðìèòîâî ñïðåãíàòà íà Y . Ñëåäâàéêè äåôèíèöèÿòà âèæäàìå, ÷å ÷åòíàòà
ïîäàëãåáðà íà G å àëãåáðàòà G(0̄) = su(2, 2)⊕ u(1)⊕ su(N).

Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà îò êîðåíè íà GC [17]. Ìíîæåñòâîòî îò ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè
∆+ ñúäúðæà âñè÷êè αij , 1 5 i < j 5 4 + N . Ìíîæåñòâîòî îò ÷åòíèòå êîðåíè ∆+

(0̄)
ñúäúðæà

αij , i, j 5 4 è i, j = 5; íå÷åòíèòå êîðåíè ∆+
(1̄)

ñà αij , i 5 4,j = 5. Ïðîñòèòå êîðåíè ñà èçáðàíè
êàêòî è â [7]:

γ1 = α12, γ2 = α34, γ3 = α25, γ4 = α4,4+N , γk = αk,k+1, 5 5 k 5 3 + N. (5.39)

Äèàãðàìàòà íà Äèíêèí èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

©
1
−−−⊗

3
−−−©

5
−−− · · · −−− ©

3+N
−−−⊗

4
−−−©

2
(5.40)

Âúâåæäàìå ò.íàð. ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäàëãåáðà [19]:

P = M ⊕ A ⊕ N , (5.41)

êúäåòî A å åäíîìåðíàòà ïîäàëãåáðà íà äèëàòàöèèòå, M ⊕ A å öåíòúð çà A â G, à M =
M0 = sl(2,C) ⊕ u(1) ⊕ su(N), N å ïîäàëãåáðàòà, ñúñòàâåíà îò åëåìåíòèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà
îòðèöàòåëíè êîðåíè ïî îòíîøåíèå íà A, dimN = 4N + 4; N ãåíåðèðà ñóïåðêîíôîðìíèòå
òðàíñôîðìàöèè. Ðàçëîæåíèåòî íà G å:

G = Ñ ⊕ N ⊕ A ⊕ M , (5.42)



5 Kîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà. Ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà çà D=4 16

êúäåòî Ñ å ïîäàëãåáðàòà, ãåíåðèðàùà ñóïåðòðàíñëàöèè, èçîìîðôíà å íà N è ñå ñúñòîè îò
åëåìåíòè ñ ïîëîæèòåëíè êîðåíè ïî îòíîøåíèå íà A.

Ðàçãëåæäàìå êëàñ îò P�èíäóöèðàíè áåçêðàéíîìåðíè ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíàòà
ñóïåðàëãåáðà íà Ëè G, ò.å. èíäóöèðàíè îò êðàéíîìåðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ Dχ íà
MA (N äåéñòâà òðèâèàëíî), êîèòî îçíà÷àâàìå ñúñ ñèãíàòóðà5:

χ = [ d ; j1 , j2 ; z ; r1 , . . . , rN−1 ] , (5.43)

êúäåòî d å êîíôîðìíîòî òåãëî, çàäàâàùî ïðåäñòàâÿíåòî íà A, j1, j2 ñà íåîòðèöàòåëíè
(ïîëó-)öåëè ÷èñëà, êîèòî ñà èíäåêñèòå íà Äèíêèí çà êðàéíîìåðíèòå íåïðåâîäèìè
ïðåäñòàâÿíèÿ íà ëîðåíöîâàòà ïîäàëãåáðà so(3, 1) (D = 4) (èëè íåéíàòà íàêðèâàùà sl(2,C)) ñ
ðàçìåðíîñò (2j1 + 1)(2j2 + 1) , z èíäåêñèðà ïîäàëãåáðàòà u(1), êîÿòî å öåíòúð íà G(0̄) (çà
N = 4 å öåíòúð è íà G), à r1, . . . , rN−1 ñà íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà - èíäåêñè íà Äèíêèí çà
êðàéíîìåðíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà su(N).

Âðúçêàòà ìåæäó ñèãíàòóðàòà χ è ìëàäøèòå òåãëà Λ(χ) ñå çàäàâà ÷ðåç ïðîèçâåäåíèÿòà
íà Λ ñ ïðîñòèòå êîðåíè [7]: 6

(Λ, γα) = −2jα (5.44à)

(Λ, γ3) =
1
2
(d + z′) + j1 −m/N + 1 (5.44á)

(Λ, γ4) =
1
2
(d− z′) + j2 −m1 + m/N + 1 , z′ ≡ z(1− δN4) (5.44â)

(Λ, γj) = rN+4−j , 5 5 j 5 3 + N . (5.44ã)

5.2 Ñèíãóëÿðíè âåêòîðè è èíâàðèàíòíè ïîäìîäóëè. Óñëîâèÿ çà ïðåâîäèìîñò
Ðàçãëåæäàìå ìîäóëè LWM V Λ íàä GC, êúäåòî ìëàäøåòî òåãëî Λ ñå îïðåäåëÿ îò ñòîéíîñòèòå
ñè âúðõó êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà H, êàòî âðúçêàòà Λ ↔ χ å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Êàêòî
áåøå îòáåëÿçàíî â ãëàâà 3, aêî ìîäóëúò íà Âåðìà V Λ å íåïðåâîäèì, òîé çàäàâà íåïðåâîäèìîòî
ïðåäñòàâÿíå ñ ìëàäøå òåãëî LΛ ñúñ ñúùîòî òåãëî. Aêî V Λ å ïðåâîäèì, òîãàâà òîé ñúäúðæà
ìàêñèìàëåí èíâàðèàíòåí ïîäìîäóë IΛ, à íåïðåâîäèìîòî ïðåäñòàâÿíå LΛ ñúñ ñúùîòî òåãëî
ïîëó÷àâàìå ÷ðåç ôàêòîðèçèðàíå ïî IΛ, ò.å. LΛ = V Λ/IΛ. Óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî ìîäóëúò V Λ

å ïðåâîäèì, ñà ïîëó÷åíè îò Êàö [14].
Ïúðâî äà ñå ñïðåì íà óñëîâèÿòà íà ïðåâîäèìîñò ñïðÿìî ÷åòíèòå êîðåíè. Èìàìå 6

÷åòíè êîðåíà αij ∈ ∆+
0̄
, j ≤ 4, îòãîâàðÿùè íà ôàêòîðà sl(4) (êîéòî å ïîëó÷åí ñëåä

êîìïëåêñèôèêàöèÿòà íà su(2, 2)) è N(N − 1)/2 êîðåíà αij , 5 ≤ i, èäâàùè îò ôàêòîðà
sl(N) (êîìïëåêñèôèêàöèÿòà íà su(N)).

Óñëîâèÿòà çà ïðåâîäèìîñò ïî îòíîøåíèå íà ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè, ñúîòâåòñòâàùè íà
sl(4) (su(2, 2)), ïîëó÷åíè îò (4.23) (îçíà÷àâàìå m → nij çà β → αij), ñà:

5Ïîðåäèöà îò ÷èñëà (èíäåêñè), çàäàâàùè ïðåäñòàâÿíåòî
6Çà N = 4 ôàêòîðúò u(1) â G(0̄) ñòàâà öåíòúð â G è GC. Ñëåäîâàòåëíî, èíäåêñúò â ñèãíàòóðàòà z íå ìîæå

äà ñå ïîëó÷è îò ïðîèçâåäåíèÿòà íà Λ ñ ïðîñòèòå êîðåíè, êàêòî å ïîêàçàíî â (5.44). Â òîçè ñëó÷àé íàé-íèñêîòî
òåãëî ñå äàâà îò ñóìàòà Λ + Λ̃, êúäåòî Λ̃ íîñè ïàðàìåòúðúò z. Òîâà å äåòàéëíî îáÿñíåíî â [7] è ïîâå÷å íÿìà
äà ñå ñïèðàìå íà íåãî, íî îñîáåíîñòèòå çà N = 4 ùå ñå âèæäàò ÿâíî âúâ ôîðìóëèòå.



5 Kîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà. Ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíàòà ñóïåðàëãåáðà çà D=4 17

n12 = 1 + 2j1 ≡ n1 (5.45à)
n23 = 1− d− j1 − j2 ≡ n2 (5.45á)
n34 = 1 + 2j2 ≡ n3 (5.45â)
n13 = 2− d + j1 − j2 = n1 + n2 (5.45ã)
n24 = 2− d− j1 + j2 = n2 + n3 (5.45ä)
n14 = 3− d + j1 + j2 = n1 + n2 + n3 (5.45å)

Î÷åâèäíî óñëîâèÿòà (5.45à),(5.45â) àâòîìàòè÷íî ñå óäîâëåòâîðÿâàò çà Λ(χ), êúäåòî χ å
ðàçãëåæäàíàòà îò íàñ ñèãíàòóðà (5.43), ò.ê. âèíàãè n1, n3 ∈ IN .

Îò (4.23) ñå ïîëó÷àâà, ÷å çà ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè, îòãîâàðÿùè íà sl(N) (su(N)),
óñëîâèÿòà çà ïðåâîäèìîñò çà Λ(χ) ñà âèíàãè èçïúëíåíè, êúäåòî χ å ðàçãëåæäàíàòà îò íàñ
ñèãíàòóðà (5.43).

Ñëåäîâàòåëíî, çà V Λ ïðè Λ = Λ(χ) âèíàãè èìà èíâàðèàíòåí ïîäìîäóë IΛ
c , ãåíåðèðàí

îò ñèíãóëÿðíèòå âåêòîðè:

v1
s = (X+

1 )1+2j1v0 (5.46à)
v2
s = (X+

2 )1+2j2v0 (5.46á)
v3
s = (X+

j )1+rN+4−jv0 , j = 5, . . . , N + 3 , (5.46â)

êîèòî ñà ïîðîäåíè îò ïðîñòèòå ÷åòíè êîðåíè γ1, γ2, γ5, . . . , γN+3 [7]. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà
ðàçãëåæäàìå ìîäóëà:

Ṽ Λ = V Λ/IΛ
c , (5.47)

êúäåòî
IΛ
c =

⋃

k

IΛ
k , IΛ

k = U(G+)vk
s , (5.48)

êúäåòî U(G+) å óíèâåðñàëíàòà îáâèâàùà àëãåáðà, ïîñòðîåíà âúðõó âåêòîðè ñàìî îò G+.
Ñëåäîâàòåëíî, çà ðåäóöèðàíèÿ Ṽ Λ å èçïúëíåíî:

(X+
1 )1+2j1

∣∣∣Λ̃
〉

= 0 (5.49à)

(X+
2 )1+2j2

∣∣∣Λ̃
〉

= 0 (5.49á)

(X+
j )1+rN+4−j

∣∣∣Λ̃
〉

= 0 , j = 5, . . . , N + 3 . (5.49â)

Óñëîâèÿòà çà ïðåâîäèìîñò íà V Λ çà âñè÷êè 4N íå÷åòíè ïîëîæèòåëíè êîðåíè íà GC ñà
ñëåäíèòå (k = 1, . . . , N) [7],[8]:

d = d1
Nk − zδN4 , d1

Nk ≡ 4− 2k + 2j2 + z + 2mk − 2m/N , (5.50à)
d = d2

Nk − zδN4 , d2
Nk ≡ 2− 2k − 2j2 + z + 2mk − 2m/N , (5.50á)

d = d3
Nk + zδN4 , d3

Nk ≡ 2 + 2k − 2N + 2j1 − z − 2mk + 2m/N , (5.50â)
d = d4

Nk + zδN4 , d4
Nk ≡ 2k − 2N − 2j1 − z − 2mk + 2m/N , (5.50ã)
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êúäåòî mk ≡
∑N−1

i=k ri, k < N, mN ≡ 0, m ≡ ∑N−1
k=1 mk =

∑N−1
k=1 krk (mk å áðîÿò êëåòêè íà

k-òèÿ ðåä â äèàãðàìàòà íà Þíã çà SU(N)).
Ïúëíèÿò íàáîð îò óíèòàðíè íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ (UIRs) ñ ìëàäøå òåãëî (ò.å. ñ

ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ) íà su(2, 2/N) e [8]:

d = dmax = max(d1
N1, d

3
NN ) (5.51à)

d = d4
NN = d1

N1 , j1 = 0 , (5.51á)
d = d2

N1 = d3
NN , j2 = 0 , (5.51â)

d = d2
N1 = d4

NN , j1 = j2 = 0 , (5.51ã)

êúäåòî dmax å ãðàíèöàòà íà íåïðåêúñíàòèÿ óíèòàðåí ñïåêòúð. Íåïðåâîäèìèòå ìîäóëè ñå
íàðè÷àò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòòà íà d. Êîãàòî d > dmax, ìîäóëèòå íà
Âåðìà Ṽ Λ ñà âå÷å íåïðåâîäèìè è ñúâïàäàò ñ LΛ. Ò.ê. áðîÿò íà ñúñòîÿíèÿòà â LΛ å ìàêñèìàëåí,
òå ñå íàðè÷àò äúëãè(long). Â ñëó÷àÿ d = dmax, (5.51à), òå ñå íàðè÷àò ïîëó-êúñè(semi-short),
à ñëó÷àèòå (5.51á),(5.51â),(5.51ã) - êúñè(short), ò.ê. ñå èçâúðøâà ôàêòîðèçèðàíå è áðîÿò íà
ñúñòîÿíèÿòà â LΛ ñå ðåäóöèðà.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïî-äåòàéëíî ÷åòèðèòå ñëó÷àÿ íà ïðåâîäèìîñò, â êîèòî ñå ðåàëèçèðàò
óíèòàðíè íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ ñ ìëàäøå òåãëî, îòãîâàðÿùè íà ñëó÷àèòå (5.51):

d1
N1 = 2 + 2j2 + z + 2m1 − 2m/N ,

d2
N1 = z + 2m1 − 2m/N , (j2 = 0)

d3
NN = 2 + 2j1 − z + 2m/N ,

d4
NN = −z + 2m/N , (j1 = 0) .

(5.52)

Ãîðíèòå ñëó÷àè íà ïðåâîäèìîñò íà Ṽ Λ, ñúîòâåòñòâàùè íà d1
N1, d

2
N1, d

3
NN , d4

NN , îòãîâàðÿò íà
ñëåäíèòå íå÷åòíè êîðåíè:

α3,4+N = γ2 + γ4 , α4,4+N = γ4 , α15 = γ1 + γ3 , α25 = γ3 . (5.53)

Ñúîòâåòíèòå ñèíãóëÿðíè âåêòîðè ñà:

v1
odd = P3,4+Nv0 =

(
2j2X

+
3,4+N −X+

4 X+
2

)
v0 , d = d1

N1 , (5.54à)

v2
odd = X+

4 v0 , d = d2
N1 , (5.54á)

v3
odd = P15v0 =

(
2j1X

+
15 −X+

3 X+
1

)
v0 , d = d3

NN , (5.54â)
v4
odd = X3

+v0 , d = d4
NN , (5.54ã)

Î÷åâèäíî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

d1
N1 > d2

N1 , d3
NN > d4

NN , (5.55)

ïîðàäè êîåòî íàé-ìíîãî äâå îò óñëîâèÿòà (5.52) ìîãàò äà áúäàò óäîâëåòâîðåíè åäíîâðåìåííî:

d1
N1 = d3

NN , d1
N1 = d4

NN , d2
N1 = d3

NN , d2
N1 = d4

NN .
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5.3 Ñòðóêòóðà íà ïðåâîäèìèòå ìîäóëè íà Âåðìà, ñúäúðæàùè óíèòàðíè
ïðåäñòàâÿíèÿ

Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àèòå, êîãàòî ñå óäîâëåòâîðÿâà ñàìî åäíî îò óñëîâèÿòà (5.52), ò.å.
íÿìàìå ñúâïàäåíèå. Âúçìîæíèòå ñèòóàöèè ñà ÷åòèðè [8]:

a : d = dmax = d1
N1 = da ≡ 2 + 2j2 + z + 2m1 − 2m/N > d3

NN , (5.56à)
b : d = d2

N1 > d3
NN , j2 = 0 , (5.56á)

c : d = dmax = d3
NN = dc ≡ 2 + 2j1 − z + 2m/N > d1

N1 , (5.56â)
d : d = d4

NN > d1
N1 , j2 = 0 . (5.56ã)

Ìîäóëèòå íà Âåðìà, êîèòî îòãîâàðÿò íà ñëó÷àèòå a, b, c, d ñå íàðè÷àò åäíîêðàòíî ïðåâîäèìè
ìîäóëè íà Âåðìà (single-reducibility-condition (SRC) Verma Modules/UIRs). Ñúîòâåòíèÿò ìîäóë
íà Âåðìà Ṽ Λ èìà ñàìî åäèí èíâàðèàíòåí íå÷åòåí ïîäìîäóë, ïî êîéòî ñå ôàêòîðèçèðà, è
êàòî ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî óíèòàðíî íåïðåâîäèìî ïðåäñòàâÿíå. Íå÷åòíîòî âëàãàíå
ñå èçîáðàçÿâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ṽ Λ −→ Ṽ Λ+β , LΛ = Ṽ Λ/Iβ , (5.57)

êàòî ñòðåëêèòå ñî÷àò êúì íå÷åòíî âëîæåíèÿ ìîäóë. Ïî-íàäîëó ùå ðàçãëåæäàìå ñëó÷àèòå,
ñúîòâåòñòâàùè íà (5.52), çà êîèòî

β = α3,4+N , çà (5.56à) , j2 > 0 , (5.58à)
= α3,4+N + α4,4+N , çà (5.56à) , j2 = 0 , (5.58á)
= α15 , çà (5.56â) , j1 > 0 , (5.58â)
= α15 + α25 , çà (5.56â) , j1 = 0 . (5.58ã)

Äèàãðàìàòà (5.57), èçîáðàçÿâàùà âëàãàíå íà ìîäóëà Ṽ Λ+β â Ṽ Λ, å âñúùíîñò ÷àñò îò
áåçêðàéíà âåðèãà îò âëàãàíèÿ [3], çàùîòî, àêî óñëîâèåòî çà ïðåâîäèìîñò å èçïúëíåíî çà íÿêîå
íå÷åòíî β, òî å èçïúëíåíî è çà Zβ. Àêî îçíà÷èì Vl = V Λ+lβ , ìîæåì äà èçîáðàçèì áåçêðàéíàòà
âåðèãà îò íå÷åòíî âëîæåíè åäèí â äðóã ìîäóëè:

· · · −→ V−1 −→ V0 −→ V1 −→ · · · (5.59)

Äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðèòå ñëó÷àÿ, â êîèòî èìàìå åäíîâðåìåííî èçïúëíåíèå íà äâå îò
óñëîâèÿòà (5.56), [8]:

ac : d = dmax = dac ≡ 2 + j1 + j2 + m1 = d1
N1 = d3

NN , (5.60à)
ad : d = d1

N1 = d4
NN = 1 + j2 + m1 , j1 = 0 , (5.60á)

bc : d = d2
N1 = d3

3N = 1 + j1 + m1 , j2 = 0 , (5.60â)
bd : d = d2

N1 = d4
NN = m1 , j1 = j2 = 0 . (5.60ã)

Òåçè ìîäóëè ñå íàðè÷àò äâîéíî-ïðåâîäèìè ìîäóëè íà Âåðìà (double-reducibility-condition
(DRC) Verma modules/UIRs). Ìîäóëúò îò (5.56à) å ïîëóêúñî UIR, äîêàòî äðóãèòå ñà êúñè.
Äèàãðàìèòå íà íå÷åòíèòå âëàãàíèÿ ñà ñëåäíèòå:
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Ṽ Λ+β′

↑

Ṽ Λ −→ Ṽ Λ+β

, LΛ = Ṽ Λ/Iβ,β′ , Iβ,β′ = Iβ ∪ Iβ′ . (5.61)

Ñëåäâà ñïèñúê ñ äâîéêèòå β, β′, êîèòî ùå áúäàò èçïîëçâàíè ïî-íàäîëó:

(β, β′) = (α15, α3,4+N ) , çà (5.60à) , j1j2 > 0 , (5.62à)
= (α15, α3,4+N + α4,4+N ) , çà (5.60á) , j1 > 0, j2 = 0 , (5.62á)
= (α15 + α25, α3,4+N ) , çà (5.60â) , j1 = 0, j2 > 0 , (5.62â)
= (α15 + α25, α3,4+N + α4,4+N ) , çà (5.60ã) , j1 = j2 = 0 . (5.62ã)

Äèàãðàìèòå íà âëàãàíå çà Ṽ Λ, êîãàòî èìà ÷åòíè âëàãàíèÿ ñà:

Ṽ Λ+β′

↑

Ṽ Λ+βe ← Ṽ Λ → Ṽ Λ+β

(5.63)

(β, β′, βe) =
= (α15, α3,4+N , α14), çà (5.51à), j1j2 > 0, m1 = 0 (5.64à)
= (α25, α3,4+N , α24), çà (5.51á), j2 = 1

2 , m1 = 0 (5.64á)
= (α25, α3,4+N + α4,4+N , α23 + α14), çà (5.51á), j2 = m1 = 0 (5.64â)
= (α15, α4,4+N , α13), çà (5.51â), j2 = 1

2 , m1 = 0 (5.64ã)
= (α15 + α25, α4,4+N , α23 + α14), ça (5.51â), j1 = m1 = 0 (5.64ä)
= (α25, α4,4+N , α23 + α14), ça (5.51ã), m1 = 1 (5.64å)

Çà äà ïîëó÷èì LΛ, èçâúðøâàìå îòíîâî ôàêòîðèçèðàíå íà Ṽ Λ

LΛ = Ṽ Λ/Iβ,β′,βe , Iβ,β′ = Iβ ∪ Iβ′ ∪ Ṽ Λ+βe (5.65)

Äâåòå íå÷åòíè âëàãàíèÿ â (5.61) ñà êîìáèíàöèÿ îò ðàçëè÷íè ñëó÷àè íà (5.57) è ò.ê. ïîñëåäíàòà
å ÷àñò îò ïî-ãîëÿìà ñõåìà, â òîçè ñëó÷àé ñå íàáëþäàâà ñúùîòî, ò.ê., àêî èìàìå ïðåâîäèìîñò
íà V Λ çà β, β′, òîãàâà ïðåâîäèì å è Vkl ≡ V Λ+kβ+lβ′ .
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6 Õàðàêòåðè íà óíèòàðíè íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëíà
åíåðãèÿ

6.1 Ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ
Çà óäîáñòâî ðàçëàãàìå ìëàäøåòî òåãëî Λ íà îòäåëíè ñúñòàâÿùè, îòãîâàðÿùè íà òåãëàòà íà
òðèòå ôàêòîðà, èíäóöèðàùè ïðåäñòàâÿíåòî (âèæ òåêñòà íàä (5.44)):

Λ =
N+3∑

j=1

λjαj,j+1 = Λs + Λz + Λu (6.66à)

Λs ≡
3∑

j=1

λjαj,j+1 , Λz ≡ λ4α45 , Λu ≡
N+3∑

j=5

λjαj,j+1 , (6.66á)

êàòî ñìå èçáðàëè îòëè÷åíàòà ñèñòåìà îò êîðåíè, ñúäúðæàùà åäèí íå÷åòåí êîðåí α45.
Ìîæåì äà íàïèøåì õàðàêòåðà íà V̂ Λ òàêà:

ch V̂ Λ =
∑

ε̄

e(Ψε̄) = (6.67à)

=
∑

ε̄

(
N∏

k=1

e(α1,4+k)ε1,4+k

) (
N∏

k=1

e(α2,4+k)ε2,4+k

)
×

×
(

N∏

k=1

e(α3,4+k)ε3,4+k

) (
N∏

k=1

e(α4,4+k)ε4,4+k

)
= (6.67á)

=
∑

ε̄

e

(
N∑

k=1

4∑

a=1

εa,4+k αa,4+k

)
(6.67â)

(6.67ã)

(Äà ñå îáúðíå âíèìàíèå, ÷å ãîðíàòà ôîðìóëà íå çàâèñè îò Λ.)
Òîãàâà õàðàêòåðà íà V Λ çàïèñâàìå òàêà:

ch V Λ = ch V̂ Λ · ch0 V Λ
0 =

=
∑

ε̄

e

(
N∑

k=1

4∑

a=1

εa,4+k αa,4+k

)
· e(Λ)




∏

α∈∆+
0̄

(1− e(α))−1


 =

=
∑

ε̄

e

(
Λ +

N∑

k=1

4∑

a=1

εa,4+k αa,4+k

) 


∏

α∈∆+
0̄

(1− e(α))−1


 =

=
∑

ε̄

ch0 V
Λ +

∑N
k=1

∑4
a=1 εa,4+k αa,4+k

0 ,

(6.68)
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êúäåòî ch0 V Λ
0 å õàðàêòåðúò, ïîëó÷åí ïðè ðåñòðèêöèÿ íà V Λ âúðõó V Λ

0 :

ch0 V Λ
0 = e(Λz) · ch0 V Λs · ch0 V Λu

. (6.69)
Ðàçëîæèëè ñìå Λ = Λs + Λz + Λu, è V Λs , V Λu , ñúîòâåòíî, ñà Âåðìà�ìîäóëèòå íàä
êîìïëåêñèôèêàöèèòå íàä su(2, 2), su(N), ñúîòâåòíî (âèæ Ïðèëîæåíèå).

Àíàëîãè÷íî, çà ôàêòîðèçèðàíèòå Âåðìà�ìîäóëè Ṽ Λ ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà å:

ch Ṽ Λ = ch V̂ Λ · ch0 Ṽ Λ
0 =

=
∑

ε̄

ch0 Ṽ
Λ +

∑N
k=1

∑4
a=1 εa,4+k αa,4+k

0 ,
(6.70)

êúäåòî ch0 Ṽ Λ
0 å õàðàêòåðúò, ïîëó÷åí ïðè ðåñòðèêöèÿòà íà Ṽ Λ âúðõó Ṽ Λ

0 ≡ U((GCI
+)(0̄))

∣∣∣Λ̃
〉
,

èëè ïî-åêñïëèöèòíî:

ch0 Ṽ Λ
0 = e(Λz) · ch0 LΛs · ch0 LΛu (6.71)

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè ðàçëîæåíèåòî Λ = Λs+Λz+Λu è ôîðìóëèòå çà õàðàêòåðèòå (Ï.2),(Ï.4)
íà íåïðåâîäèìèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà ÷åòíàòà ïîäàëãåáðà (âèæ Ïðèëîæåíèåòî).

Ôîðìóëà (6.70) çàäàâà ðàçâèòèåòî â ðåä íà ñúîòâåòíîòî ñóïåðïîëå 7 ïî êîìïîíåíòè êàòî
âñÿêà êîìïîíåíòà èìà ñâîé ÷åòåí õàðàêòåð. Âèæäàìå, ÷å òîâà ðàçâèòèå ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç
ðàçëàãàíåòî íà íå÷åòíèÿ õàðàêòåð (6.67).

6.2 Ñëó÷àé íà äúëãè ïðåäñòàâÿíèÿ
Êàêòî âå÷å ñòàíà ÿñíî, àêî d > dmax, òî ïðåäñòàâÿíèÿòà íå ïðèòåæàâàò äðóãè ïðåâîäèìîñòè,
ñ èçêëþ÷åíèå íà òðèâèàëíèòå ÷åòíè (5.46), è òîãàâà LΛ = Ṽ Λ ñà íàðå÷åíè äúëãè. Òîãàâà
å âúçìîæíî L̂Λ äà âêëþ÷âàò âñè÷êèòå 24N íà áðîé âúçìîæíè ñúñòîÿíèÿ (âêëþ÷èòåëíî è
âàêóóìíîòî ñúñòîÿíèå). Îáà÷å îáùèÿò áðîé ñúñòîÿíèÿ ìîæå äà å ïî-ìàëúê îò 24N , ò.ê.
ñúùåñòâóâàò ñúñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè íà jα è rk, âúðõó êîèòî å íåâúçìîæíî
äåéñòâèåòî íà âñè÷êè íå÷åòíè îïåðàòîðè, ò.å. òàêèâà, âúðõó êîèòî ïðè äåéñòâèå îïåðàòîðèòå
âðúùàò íóëà. Íå å òðóäíî äà ñå ïîêàæå, ÷å ñèãíàòóðàòà íà ñúñòîÿíèåòî Ψε å:

χ (Ψε̄) = [ d + 1
2ε ; j1 + 1

2(ε2 − ε1), j2 + 1
2(ε4 − ε3) ; z + εN (ε3 + ε4 − ε1 − ε2) ;

. . . , ri + ε1,N+4−i − ε1,N+5−i + ε2,N+4−i − ε2,N+5−i−
− ε3,N+4−i + ε3,N+5−i − ε4,N+4−i + ε4,N+5−i , . . .] .

(6.72)

Ïîðàäè òîâà, ñàìî àêî j1, j2 = N/2 è ri = 4 çà âñÿêî i, áðîÿò ñúñòîÿíèÿ å 24N [8] è
ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà íà LΛ å (6.70):

ch LΛ = ch Ṽ Λ = ch V̂ Λ · ch0 Ṽ Λ
0 , d > dmax , (6.73à)

j1, j2 ≥ N/2, ri ≥ 4, i = 1, . . . , N − 1 . (6.73á)
7Ñóïåðïîëå å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó ñóïåðïðîñòðàíñòâîòî (âèæ ãëàâà 7)
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Îáùàòà ôîðìóëà çà ch LΛ çàïèñâàìå ïî ïîäîáåí íà÷èí:

ch LΛ = ch L̂Λ · ch0 Ṽ Λ
0 . (6.74)

Îòòóê-íàòàòúê ùå ïèøåì ôîðìóëèòå ñàìî çà ch L̂Λ . Òàêà ôîðìóëà (6.73á) å
åêâèâàëåíòíà íà:

ch L̂Λ = ch V̂ Λ , j1, j2 ≥ N/2, ri ≥ 4, ∀ i . (6.75)
Ïðåìèíàâàéêè â òàçè ôàêòîðèçèðàíà ôîðìà, êîÿòî å ïî-êðàòêà, íå ãóáèì èíôîðìàöèÿ.

Àêî óñëîâèÿòà (6.73á) íå ñà èçïúëíåíè, òîãàâà òðÿáâà äà ñå èçâúðøè ïî äåòàéëåí àíàëèç.
Êëàñèôèöèðàìå ñúñòîÿíèÿòà ÷ðåç ñëåäíèòå âåëè÷èíè ñ îãëåä îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî:

εc
j ≡ ε1 − ε2 ,

εa
j ≡ ε3 − ε4 ,

εi
r ≡ ε1,5+i + ε2,5+i + ε3,4+i + ε4,4+i − ε1,4+i − ε2,4+i − ε3,5+i − ε4,5+i ,

i = 1, . . . , N − 1 .

(6.76)

Ïðåäâèä (6.72), óñëîâèÿòà, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò èçïúëíåíè, çà äà ñå ðåàëèçèðà ñúñòîÿíèåòî
εij , ñà ñëåäíèòå:

εc
j 5 2j1 , (6.77à)

εa
j 5 2j2 , (6.77á)

εi
r 5 rN−i , i = 1, . . . , N − 1 . (6.77â)

Íî òåçè óñëîâèÿ ñà äîñòàòú÷íè ñàìî â ñëó÷àÿ N = 1. Òî÷íèòå óñëîâèÿ ñà:
Êðèòåðèé: Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå, çà äà ñå ðåàëèçèðà ñúñòîÿíèåòî Ψε ñ

íèâî ε, å ñèñòåìàòà (6.77) äà ñå óäîâëåòâîðÿâà, êàêòî è âúïðîñíîòî ñúñòîÿíèå äà å ïðîèçëÿçëî
îò ñúñòîÿíèå ñ íèâî ε− 1, êîåòî å ðàçðåøåíî.

Âòîðàòà ÷àñò îò êðèòåðèÿ åëèìèíèðà íåâúçìîæíè êèðàëíè (èëè àíòèêèðàëíè) ñúñòîÿíèÿ,
8 êîèòî ñå íàáëþäàâàò, êîãàòî íÿêîå εaj äîïðèíàñÿ êúì ïðîòèâîïîëîæíèòå ñòðàíè íà
íåðàâåíñòâàòà (6.77à) è (6.77â), (èëè (6.77á) è (6.77â)) è j1 = ri = 0, (èëè j2 = ri = 0).
Ñëåäîâàòåëíî, ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå ìîæå äà áúäå çàïèñàíà òàêà:

ch L̂Λ = ch Ṽ Λ −R , d > dmax , R = e(V̂ Λ
excl) =

∑
èçêëþ÷åíè
ñúñòîÿíèÿ

e(Ψε) (6.78)

e(Ψε) =

(
1∏

k=N

e(α1,4+k)ε1,4+k

)(
1∏

k=N

e(α2,4+k)ε2,4+k

)
×

×
(

N∏

k=1

e(α3,4+k)ε3,4+k

)(
N∏

k=1

e(α4,4+k)ε4,4+k

)
|Λ〉 ,

êúäåòî êîíòðà÷ëåíîâåòå R îáðàçóâàò V̂ Λ
excl � ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñúñòîÿíèÿ (ò.å.

ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè εjk), êîèòî íàðóøàâàò êðèòåðèÿ.
8Êèðàëíè (àíòèêèðàëíè) ñúñòîÿíèÿ ñà òåçè, çà êîèòî εa,4+k = 0, a = 3, 4 (1, 2) (âèæ ôîðìóëà (4.37).
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Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å èìà ñàìî N àíòèêèðàëíè ñúñòîÿíèÿ, êîèòî ìîãàò äà áúäàò
ïîñòðîåíè åäèíñòâåíî ÷ðåç X+

4,4+k:

X+
4,5+N−kX

+
4,6+N−k · · ·X+

4,4+N |Λ〉 , k = 1, . . . , N , j2 = ri = 0, ∀i , (6.79)

êîåòî å ñëåäñòâèå îò (6.77â), ò.ê. çà òåçè ñúñòîÿíèÿ å èçïúëíåíî ε4,4+N−i 5 ε4,5+N−i çà i =
1, . . . , N − 1.

6.3 Ïðåäñòàâÿíèÿ, ñâúðçàíè ñ åäíîêðàòíî (íå÷åòíî) ïðåâîäèìè ìîäóëè íà Âåðìà
• a d = d1

N1 = da ≡ 2 + 2j2 + z + 2m1 − 2m/N > d3
NN .

• Íåêà ïúðâî j2 > 0. Â òîçè ñëó÷àé å èçïúëíåíî íóëåâîòî óñëîâèå [7] (âèæ ñúùî
(5.54á)):

P3,4+N |Λ〉 =
(
2j2X

+
3,4+N −X+

4 X+
2

)
|Λ〉 = 0 . (6.80)

Óñëîâèå (6.80) îçíà÷àâà, ÷å ãåíåðàòîðúò X+
3,4+N å åëèìèíèðàí îò áàçèñà, ïîñòðîåí

âúðõó ìëàäøèÿ âåêòîð |Λ〉. Ñëåäîâàòåëíî, çà N = 1 è, àêî r1 > 0, çà N > 1
ôîðìóëàòà, çàäàâàùà õàðàêòåðà, å:

ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=α3,4+N

(1 + e(α))−R , j2r1 > 0 . (6.81)

Â ñëó÷àé, ÷å å èçïúëíåíî j1 = N/2, j2 = (N − 1)/2 è ri = 4 çà âñè÷êè i, íÿìà
êîíòðà÷ëåíîâå è áðîÿò ñúñòîÿíèÿ å 24N−1. Ôîðìóëà (6.81) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà è
êàòî ñå èçïîëçâà íå÷åòíîòî îòðàæåíèå ïðè β = α3,4+N :

ch L̂Λ = ch V̂ Λ − 1
1 + e(α3,4+N )

ch V̂ ŝα3,4+N
·Λ −R = (6.82à)

=
∑

ŝ∈Ŵα3,4+N

(−1)`(ŝ)ŝ · ch V̂ Λ −R , (6.82á)

êúäåòî Ŵβ ≡ {1, ŝβ}. Ìîæåì äà äåôèíèðàìå äåéñòâèå íå÷åòíî îòðàæåíèå âúðõó
õàðàêòåðèòå:

ŝβ · ch V Λ =
1

1 + e(β)
ch V ŝβ ·Λ =

1
1 + e(β)

ch V Λ+β =
e(β)

1 + e(β)
ch V Λ . (6.83)

Ðàáîòèì ñàìî ñ Ŵβ , çàùîòî ñàìî åäèíè÷íèÿò åëåìåíò è ãåíåðàòîðúò ŝβ äåéñòâàò
íåòðèâèàëíî, ò.ê. äåéñòâèåòî íà ŝβ âúðõó õàðàêòåðèòå å íèëïîòåíòíî:

(ŝβ)2 · ch V Λ = 0 . (6.84)

Äåôèíèðàìå ïî-îáùà ôîðìóëà çà äåéñòâèå íà íå÷åòíèòå ãåíåðàòîðè âúðõó ïîëèíîìè
P ∈ E(H∗). Çà ðàçëèêà îò (6.83), ñåãà äåôèíèðàìå äåéñòâèåòî íà ŝβ âúðõó P êàòî
õîìîãåíåí îïåðàòîð, òðåòèðàù e(β) êàòî ïðîìåíëèâà:

ŝβ · P ≡ e(β)
∂

∂e(β)
P , (6.85)
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êúäåòî β ìîæå äà áúäå êîðåí èëè ñóìà îò êîðåíè. Î÷åâèäíî, àêî P å ìîíîì,
êîéòî ñúäúðæà ìóëòèïëèêàòèâåí ôàêòîð 1+e(β), äåéñòâèåòî (6.85) å åêâèâàëåíòíî
íà (6.83).
Â ìíîãî ñëó÷àè ôîðìóëèòå (6.82),(6.83) ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè è òàêà:

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵβ

(−1)`(ŝ)ŝ ·
(
ch V̂ Λ −Rlong

)
, (6.86)

êúäåòî Rlong å ñúâêóïíîñòòà îò êîíòðà÷ëåíîâåòå çà äúëãèòå ïîëåòà ñúñ ñúùèòå
ñòîéíîñòè íà j1 è ri êàêòî Λ, äîêàòî ñòîéíîñòòà íà j2 å íóëà, êîãàòî j2 îò Λ å
íóëà, â ïðîòèâåí ñëó÷àé j2 = N/2. Çàïèñâàíåòî íà (6.81) êàòî (6.82) (èëè êàòî (6.86))
å íà÷èí çà èçðÿçâàíå íà õàðàêòåðà íà ðåäóöèðàíèÿ ìîäóë LΛ. Òîé å ñúãëàñóâàí ñúñ
ñòðóêòóðàòà íà Ṽ Λ (4.33). Ìîäóëúò V̂ Λ ìîæå äà áúäå èíòåðïðåòèðàí, êîãàòî íÿìà
êîíòðà÷ëåíîâå, êàòî ñëåäíàòà äåêîìïîçèöèÿ:

V̂ Λ = L̂Λ ⊕ L̂Λ+β , (6.87)

çà β = α3,4+N . Íàèñòèíà, çà ïðîèçâîëíè ñèãíàòóðè L̂Λ+β å èçîìîðôíî íà L̂Λ êàòî
âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî, êîåòî ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å V Λ+β å ïðåâîäèì ïî ñúùèÿ
íà÷èí êàêòî è V Λ (åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å, ÷å âàêóóìíîòî ñúñòîÿíèå íà V Λ+β ñå
ïîëó÷àâà îò òîâà íà V Λ ÷ðåç äåéñòâèåòî íà β = α3,4+N ). Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà,
êîãàòî íÿìà êîíòðà÷ëåíîâå, L̂Λ è L̂Λ+β èìàò èäåíòè÷íè 24N íà áðîé ñúñòîÿíèÿ.
Çà N > 1 èìà âúçìîæíîñò çà äîïúëíèòåëíî ðåäóöèðàíå íà áàçèñà. Íåêà i0 ∈ Z+

óäîâëåòâîðÿâà 0 5 i0 5 N − 1 è ri = 0 çà i 5 i0 è, àêî i0 < N − 1, òîãàâà ri0+1 > 0.
Êîãàòî i0 > 0, ãåíåðàòîðèòå X+

3,4+N−i, i = 1, . . . , i0, ñà åëèìèíèðàíè îò áàçèñà. Òîâà
å ñëåäñòâèå îò

P3,4+N−i |Λ〉 =
(
2j2X

+
3,4+N−i −X+

4,4+N−iX
+
2

)
|Λ〉 = 0 , i 5 i0 . (6.88)

Ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà å:

ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=α3,5+N−k
k=1,...,1+i0

(1 + e(α))−R = (6.89à)

=
∑

ŝ∈Ŵ a
i0

(−1)`(ŝ)ŝ · ch V̂ Λ − R = (6.89á)

=
∑

ŝ∈Ŵ a
i0

(−1)`(ŝ)ŝ ·
(
ch V̂ Λ − Rlong

)
= (6.89â)

Ŵ a
i0 ≡ Ŵα3,N+4 × Ŵα3,N+3 × · · · × Ŵα3,N+4−i0

.

Îãðàíè÷åíèÿòà (6.77), íóæíè çà îïðåäåëÿíå íà êîíòðà÷ëåíîâåòå, ñà ñ ε3,5+N−k =
0 , k = 1, . . . , 1 + i0. Ôîðìóëè (6.81),(6.82),(6.86) ñà ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà
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(6.89à),(6.89á),(6.89â), ñúîòâåòíî, çà i0 = 0. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ

å 24N−1−i0 . Òîâà å áðîÿò ñúñòîÿíèÿ, ïîëó÷åíè ïðè äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà íà Âàéë
Ŵ a

i0
âúðõó ch V̂ Λ. Êîíòðà÷ëåíîâåòå ñà ïîëó÷åíè îò äåéñòâèåòî íà âàéëîâàòà ãðóïà

âúðõó Rlong.
• Íåêà ñåãà j2 = 0. Òîãàâà âñè÷êè íóëåâè óñëîâèÿ ãîðå ñëåäâàò îò (5.49), òàêà ÷å òåçè

óñëîâèÿ íå îçíà÷àâàò åëèìèíèðàíå íà ñúîòâåòíèòå âåêòîðè. Â òîçè ñëó÷àé èìàìå
ñëåäíîòî íóëåâî óñëîâèå:

X+
3,4+NX+

4,4+N |Λ〉 = X+
4 X+

2 X+
4 |Λ〉 = 0 . (6.90)

Ñúñòîÿíèåòî â (6.90) è âñè÷êèòå òåçè 24N−2 íà áðîé, êîèòî ïðîèçõîæäàò îò íåãî,
ñà íóëè çà âñÿêî N . Çàòîâà ôîðìóëàòà, çàäàâàùà õàðàêòåðà, å ñõîäíà ñ (6.82), íî
α3,4+N å çàìåíåí ñ β12 = α3,4+N + α4,4+N :

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵβ12

(−1)`(ŝ)ŝ ·
(
ch V̂ Λ −Rlong

)
, N = 1 èëè r1 > 0 , (6.91)

êúäåòî Ŵβ12 ≡ {1, β12}. Âèæäà ñå, ÷å çà N = 1 ôîðìóëà (6.91) å åêâèâàëåíòíà íà
(6.81). Òåçè LΛ, çà êîèòî âñè÷êè ri = 0, âêëþ÷âàò ñàìî N -òå àíòèêèðàëíè ñúñòîÿíèÿ,
ïîñî÷åíè â (6.79). Ñëåäîâàòåëíî, õàðàêòåðúò å:

ch L̂Λ =
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α4,5+N−i) +
∏

α∈∆+
1̄

ε1+ε2>0

(1 + e(α))−R , j2 = ri = 0, ∀i . (6.92)

• b d = d2
N1 = z+2m1−2m/N > d3

NN , j2 = 0. Òóê å èçïúëíåíî íå÷åòíîòî íóëåâî óñëîâèå:

X+
4 |Λ〉 = X+

4,4+N |Λ〉 = 0 . (6.93)

Òúé êàòî j2 = 0 îò (5.49á) è (6.93), èçïúëíåíî å äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå:

X+
3,4+N |Λ〉 =

[
X+

2 , X+
4

] |Λ〉 = 0 . (6.94)

Çà N > 1 èìà äîïúëíèòåëíè ðåêóðñèâíè íóëåâè óñëîâèÿ, àêî ri = 0, i 5 i0 < N , êîèòî
ñà ñëåäñòâèå îò (5.46á) è (6.94):

X+
3,4+N−i |Λ〉 = [X+

3,5+N−i, X
+
4+N−i] |Λ〉 = 0, rj = 0, 1 ≤ j ≤ i ≤ i0 , (6.95à)

X+
4,4+N−i |Λ〉 = [X+

4,5+N−i, X
+
4+N−i] |Λ〉 = 0, rj = 0, 1 ≤ j ≤ i ≤ i0 . (6.95á)

Ñëåäîâàòåëíî 2(1 + i0)-òå íà áðîé ãåíåðàòîðè X+
3,5+N−k, X

+
4,5+N−k, k = 1, . . . , 1 + i0, ñà

åëèìèíèðàíè. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ å 24N−2−2i0 . Õàðàêòåðúò å:
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ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=αa,5+N−k
a=3,4 , k=1,...,1+i0

(1 + e(α))−R = (6.96à)

=
∑

ŝ∈Ŵ b
i0

(−1)`(ŝ)ŝ · ch V̂ Λ −R , (6.96á)

Ŵ b
i0 ≡Ŵα3,N+4 × Ŵα3,N+3 × . . . × Ŵα3,N+4−i0

×
× Ŵα4,N+4 × Ŵα4,N+3 × . . . × Ŵα4,N+4−i0

, (6.96â)
d = d2

N1 > d3
NN , j2 = 0 ri = 0, i ≤ i0 ,

êúäåòî èçïîëçâàìå εa,4+k = 0, a = 3, 4, k = 1, . . . , 1+i0, çà äà îïðåäåëèì êîíòðà÷ëåíîâåòå.

• c d = d3
NN = dc ≡ 2 + 2j1 − z + 2m/N > d1

N1

• d d = d4
NN = −z + 2m/N > d1

N1 , j1 = 0 .

Òåçè ñëó÷àè ñà ñïðåãíàòè ñúîîòâåòíî íà a, b. Âñè÷êè ðåçóëòàòè ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè
÷ðåç ñóáñòèòóöèÿòà (çà a = 1, 2, k = 1, . . . , N):

j1 ←→ j2 ri ←→ rN−i z ←→ −z αa,4+k ←→ α4−a,N+5−k

è çàòîâà íÿìà äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî íà òÿõ.

6.4 Ïðåäñòàâÿíèÿ, ñâúðçàíè ñ äâóêðàòíî (íå÷åòíî) ïðåâîäèìè ìîäóëè íà Âåðìà
Íåêà ïúðâî N > 1 è r1rN − 1 > 0, (ò.å. i0 = i′0 = 0). Òîãàâà å âàëèäíà ñëåäíàòà ôîðìóëà çà
õàðàêòåðèòå:

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵβ,β′

(−1)`(ŝ)ŝ · ch V̂ Λ −R , (6.97à)

Ŵβ,β′ ≡Ŵβ × Ŵ ′
β (6.97á)

• ac d = dmax = d1
N1 = d3

NN = dac ≡ 2 + j1 + j2 + m1. Çà òåçè ïîëóêúñè äâóêðàòíî
ïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ å âàëèäíî íóëåâîòî óñëîâèå (6.80) è íåãîâîòî ñïðåãíàòî. Çà
N > 1, àêî ri = 0, i = 1, . . . , i0, å âàëèäíî (6.88) è, àêî rN−i = 0, i = 1, . . . , i′0, å âàëèäíî
è ñïðåãíàòîòî íà (6.88). Èìà äâå îñíîâíè ñèòóàöèè. Ïúðâàòà å çà i0 + i′0 5 N − 2. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å íå âñè÷êè ri ñà íóëà è âñè÷êè åëèìèíàöèè ñå èçâúðøâàò êàêòî å îïèñàíî
â •a è •c. Òåçè ïîëóêúñè UIRs ñå íàðè÷àò ãðàñìàíîâî-àíàëèòè÷íè (Grassmann-analytic)
[18], ò.ê. íå÷åòíè ãåíåðàòîðè ñ ðàçëè÷íè êèðàëíîñòè ñà åëèìèíèðàíè. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé
ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ å 24N−2−i0−i′0 . Âòîðàòà ñèòóàöèÿ ñå ðåàëèçèðà, êîãàòî i0 + i′0 5 N−2 íå ñå
èçïúëíÿâà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ri ñà íóëè è âñúùíîñò èìàìå i0 = i′0 = N−1. Òîãàâà
âñè÷êè ãåíåðàòîðè X+

1,4+k è X+
3,4+k ñà åëèìèíèðàíè. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ

å 22N .
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Çà j1j2 > 0, ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå å êîìáèíàöèÿ îò (6.89) è íåãîâîòî ñïðåãíàòî:

ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=α1,4+k ,

k=1,...,1+i′0
α6=α3,5+N−j ,

j=1,...,1+i0

(1 + e(α)) − R = (6.98à)

=
∑

ŝ∈Ŵ ac
i0,i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R , (6.98á)

=
∑

ŝ∈Ŵ ac
i0,i′0

(−1)`(ŝ) ŝ ·
(
ch V̂ Λ − Rlong

)
, (6.98â)

Ŵ ac
i0,i′0

≡ Ŵ a
i0 × Ŵ c

i′0
, (6.98ã)

d = dmax = d1
N1 = d3

NN = 2 + j1 + j2 + m1 , j1j2 > 0,

èëè i0 + i′0 ≤ N − 2,

ri = 0, i = 1, 2, . . . , i0, N − i′0, N − i′0 + 1, . . . , N − 1,

ri > 0, i = i0 + 1, N − i′0 − 1 ,

èëè i0 = i′0 = N − 1 , ri = 0, ∀ i

Çà j1 > 0, j2 = 0 õàðàêòåðúò ñå èçðàçÿâà ÷ðåç êîìáèíàöèÿ íà (6.91) è ñïðåãíàòèÿ íà
(6.89).

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵ a′c
i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R = (6.99à)

=
∑

ŝ∈Ŵ a′c
i′0

(−1)`(ŝ) ŝ ·
(
ch V̂ Λ − Rlong

)
, (6.99á)

Ŵ a′c
i′0

≡ Ŵβ12 × Ŵ c
i′0

, β12 = α3,4+N + α4,4+N , (6.99â)
d = dmax = d1

N1 = d3
NN = 2 + j1 + m1 ,

j1 > 0, j2 = 0 , r1 > 0 .

Çà R�ñèìåòðè÷íè ñêàëàðè êîìáèíèðàìå (6.90) è (6.89à):

ch L̂Λ =
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α4,5+N−i) +
∏

α∈∆+
1̄

α6=α1,4+k ,

k=1,...,N
ε2>0

(1 + e(α)) − R ,

d = dmax = d1
N1 = d3

NN = 2 + j1 ,

j1 > 0, j2 = 0 , ri = 0, ∀ i .

(6.100)
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Ñëó÷àÿò j1 = 0, j2 > 0 ñå ïîëó÷àâà îò ïðåäèøíèÿ ÷ðåç ñïðÿãàíå.
Çà j1 = j2 = 0 ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà å êîìáèíàöèÿ îò (6.91) è íåãîâîòî ñïðåãíàòî:

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵ a′c′
i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R = (6.101à)

=
∑

ŝ∈Ŵ a′c′
i′0

(−1)`(ŝ) ŝ ·
(
ch V̂ Λ − Rlong

)
, (6.101á)

Ŵ a′c′
i′0

≡ Ŵβ12 × Ŵβ34 , (6.101â)
d = dmax = d1

N1 = d3
NN = 2 + m1 ,

j1 = j2 = 0 , r1rN−1 > 0 . (6.101ã)

Çà R�ñèìåòðè÷íè ñêàëàðè êîìáèíèðàìå (6.92) è íåãîâîòî ñïðåãíàòî:

ch L̂Λ =
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α2,4+i) +
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α4,5+N−i) +

+
∏

α∈∆+
1̄

ε1+ε2>0
ε3+ε4>0

(1 + e(α)) − R ,

d = dmax = d1
N1 = d3

NN = 2 , z = 0 ,

j1 = j2 = 0 , ri = 0, ∀ i .

(6.102)

• ad d = d1
N1 = d4

NN = 1 + j2 + m1 , j1 = 0.
Ïðè òåçè êúñè äâóêðàòíî ïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ ñà âàëèäíè òðèòå íóëåâè óñëîâèÿ
(6.80),(6.93) è (6.94). Îñâåí òîâà, çà N > 1, àêî ri = 0, i = 1, . . . , i0, âàæè (6.88) è, àêî
rN−i = 0, i = 1, . . . , i′0, âàëèäíî å ñúùî è ñïðåãíàòîòî íà (6.95).
Àêî i0+i′0 5 N−2, âñè÷êè åëèìèíàöèè ñà êàòî òåçè, êîèòî ñà îïèñàíè ïîîòäåëíî â ñëó÷àè
•a è •d. Âñè÷êè òåçè ïðåäñòàâÿíèÿ ñà ãðàñìàíîâî-àíàëèòè÷íè UIRs. Ìàêñèìàëíèÿò
áðîé ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ å 24N−3−i0−2i′0 . Èíòåðåñåí ïðèìåð ñà ò.íàð. BPS ñúñòîÿíèÿ
[17],[19],[18],[20],[21],[22],[23],[24]. Òå ñå õàðàêòåðèçèòàò ñ áðîÿ κ íà íå÷åòíèòå ãåíåðàòîðè,
êîèòî ãè óíèùîæàâàò - ñúîòâåòíîòî ñúñòîÿíèå ñå íàðè÷à κ

4N -BPS ñúñòîÿíèå. Íàïðèìåð,
äà ðàçãëåäàìå N = 4 è 1

4 -BPS ñúñòîÿíèÿ ñúñ z = 0 ⇒ d = 2m/N. Òàêúâ å ñëó÷àÿò,
îòãîâàðÿù íà i0 = 1, i′0 = 0, j2 > 0. Òîãàâà d = 1

2(2r2 + 3r3), r1 = 0, r2 > 0, r3 = 2(1 + j2).
Çà j2m1 > 0 ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå å êîìáèíàöèÿ íà (6.89) è ñïðåãíàòîòî íà (6.93):
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ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=α3,5+N−k ,

k=1,...,1+i0
α6=αa,4+j ,

a=1,2 , j=1,...,1+i′0

(1 + e(α)) − R = (6.103à)

=
∑

ŝ∈Ŵ ad
i0,i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R , (6.103á)

Ŵ ad
i0,i′0

≡ Ŵ a
i0 × Ŵ d

i′0
, (6.103â)

d = d1
N1 = d4

NN = 1 + j2 + m1 , j1 = 0, j2 > 0 , i0 + i′0 ≤ N − 2,

ri = 0, i = 1, 2, . . . , i0, N − i′0, N − i′0 + 1, . . . , N − 1,

ri > 0, i = i0 + 1, N − i′0 − 1 . (6.103ã)

Çà j2 = 0,m1 > 0 õàðàêòåðúò å êîìáèíàöèÿ íà (6.91) è ñïðåãíàòîòî íà (6.96à):

ch L̂Λ =
∑

ŝ∈Ŵ a′d
i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R , (6.104à)

Ŵ a′d
i′0

≡ Ŵβ12 × Ŵ d
i′0

, (6.104á)

êúäåòî β12 = α3,4+N + α4,4+N .
Â ñëó÷àÿ íà R�ñèìåòðè÷íè ñêàëàðè èìàìå i0 = i′0 = N − 1, κ = 3N è âñè÷êè
ãåíåðàòîðè X+

1,4+k , X+
2,4+k , X+

3,4+k ñà åëèìèíèðàíè. Òóê å âàëèäíî d = −z = 1 + j2 .
Òåçè àíòèêèðàëíè íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ îáðàçóâàò åäíà îò òðèòå ñåðèè áåçìàñîâè
(massless) UIRs. Òå ñå áåëåæàò ñ χ+

s , s = j2 = 0, 1
2 , 1, . . ., [8], ñåêöèÿ 3. Îñâåí âàêóóìà,

â L̂Λ ñå ñúäúðæàò ñàìî N ñúñòîÿíèÿ, êîèòî ñå çàäàâàò ñ (6.79) çà k = 1, . . . , N . Òå ñå
íàðè÷àò óëòðàêúñè (ultrashort) UIRs. Ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðà èçãëåæäà òàêà:

ch L̂Λ = 1 +
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α4,5+N−i) ,

d = d1
N1 = d4

NN = 1 + j2 = −z ,

j1 = 0 , ri = 0, ∀ i ,

(6.105)

è å âàëèäíà çà âñÿêî j2.

• bc d = d2
N1 = d3

NN = 1 + j1 + m1, j2 = 0, z = 2m/N −m1 + 1 + j1.
Òîçè ñëó÷àé å ñïðåãíàò íà ïðåäèøíèÿ è âñè÷êè ðåçóëòàòè ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè
êàêòî â ñëó÷àèòå, ñïðåãíàòè íà åäíîêðàòíî ïðåâîäèìèòå ïðåäñòàâÿíèÿ. Çàòîâà íÿìà äà
ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî íà íåãî, à ñàìî ùå äàäåì ÿâíèÿ âèä íà ôîðìóëèòå çà õàðàêòåðèòå
íà âòîðàòà ñåðèÿ áåçìàñîâè ïîëåòà. Ðàçãëåæäàìå ïðåäñòàâÿíèÿ, çà êîèòî ïðè N > 1,
ri = 0, i = 1, . . . , i0 , rN−i = 0, i = 1, . . . , i′0 . Òåçè áåçìàñîâè ïîëåòà ñå ðåàëèçèðàò â
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ñëó÷àÿ íà R�ñèìåòðè÷íè ñêàëàðè, êúäåòî i0 = i′0 = N−1, κ = 3N è âñè÷êè ãåíåðàòîðè
X+

1,4+k , X+
3,4+k , X+

4,4+k , ñà åëèìèíèðàíè. Òå ñà ñïðåãíàòè íà ïúðâèòå è ñå îçíà÷àâàò ñ
χs , s = j1 = 0, 1

2 , 1, . . ., â ñåêöèÿ 3 íà [8]. Îñâåí âàêóóìà, òå ñúäúðæàò ñàìî N ñúñòîÿíèÿ
â L̂Λ . Íàðè÷àò ñå óëòðàêúñè (ultrashort UIRs). Õàðàêòåðèòå ñå çàäàâàò ñ:

ch L̂Λ = 1 +
N∑

k=1

k∏

i=1

e(α2,4+i) , (6.106à)

d = d2
N1 = d3

NN = 1 + j1 = z , (6.106á)
j2 = 0 , ri = 0, ∀ i , (6.106â)

âàëèäíî çà âñÿêî j1 .

• bd d = d2
N1 = d4

NN = m1 , j1 = j2 = 0, z = 2m/N −m1 .
Â òåçè êúñè äâóêðàòíî ïðåâîäèìè ñëó÷àè ñà èçïúëíåíè ÷åòèðèòå íóëåâè óñëîâèÿ
(6.93),(6.94) è òåõíèòå ñïðåãíàòè.
Çà N = 1 òîâà å òðèâèàëíîòî íåïðåâîäèìî ïðåäñòàâÿíå d = j1 = j2 = z = 0, ò.ê.
èìàìå íóëåâîòî óñëîâèå X+

k |Λ〉 = 0 çà ãåíåðàòîðèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà âñè÷êè ïðîñòè
êîðåíè (ñëåäîâàòåëíî òî å èçïúëíåíî è çà âñè÷êè ãåíåðàòîðè). Î÷åâèäíî íåïðåâîäèìîòî
ïðåäñòàâÿíå ñå ñúñòîè ñàìî îò âàêóóìíîòî ñúñòîÿíèå |Λ〉.
Çà N > 1 ñèòóàöèÿòà íå å òðèâèàëíà. Â äîïúëíåíèå êúì èçáðîåíèòå óñëîâèÿ è, àêî
ri = 0, i = 1, . . . , i0 , òîãàâà å èçïúëíåíî (6.95) è, àêî rN−i = 0, i = 1, . . . , i′0 , òîãàâà ñà
èçïúëíåíè è íåãîâèòå ñïðåãíàòè.
Àêî i0 + i′0 ≤ N − 2 , âñè÷êè åëèìèíàöèè ñà êàòî òåçè, îïèñàíè ïîîòäåëíî çà ñëó÷àèòå
•b è •d. Òåçè ïðåäñòàâÿíèÿ ñà ñúùî ãðàñìàíîâî-àíàëèòè÷íè UIRs. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé
ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ å 24N−4−2i0−2i′0 . Ïðè N = 4 çà BPS ñëó÷àèòå èçáèðàìå z = 1

2(r3−r1) =
0 ⇒ d = 2r1 + r2 . Â 1

4 -BPS ñëó÷àé èìàìå i0 = i′0 = 0, r1 = r3 > 0.
Íàé-èíòåðåñåí å ñëó÷àÿò i0 + i′0 = N − 2, êîãàòî èìà ñàìî åäèí íåíóëåâ ri , èìåííî,
r1+i0 = rN−1−i′0 > 0, äîêàòî îñòàíàëèòå ri ñà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî, ïàðàìåòðèòå â
äèàãðàìàòà íà Þíã ñà: m1 = r1+i0 , m = (1 + i0)r1+i0 .
Âàæåí ïîäñëó÷àé å d = m1 = 1, êîãàòî èìàìå m = i0 + 1 = N − 1 − i′0 , ri = δmi. Òåçè
íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ ôîðìèðàò òðåòèòå ñåðèè íà áåçìàñîâèòå UIRs. Â ñåêöèÿ 3
íà [8] òå ñà ïàðàìåòðèçèðàíè ÷ðåç n ∈ IN , 1

2N ≤ n < N , è ñà îçíà÷åíè ÷ðåç χ′n , n = m,
(z = 2n/N−1), χ′+n , n = N−m, (z = 1−2n/N). Çà ÷åòíè N èìà ñúâïàäåíèå: χ′n = χ′+n ,
êúäåòî n = m = N −m = N/2. Ùå ïàðàìåòðèçèðàìå òåçè UIRs ÷ðåç ïàðàìåòúðà
i0 = 0, 1, . . . , N − 2.
Äðóã ïîäñëó÷àé ñà 1

2 -BPS ñúñòîÿíèÿòà çà ÷åòíè N ñ z = 0 ⇒ d = m1 = 2m/N
⇒ i0 = i′0 = N/2 − 1 ⇒ m1 = rN/2, m = N

2 rN/2 . Òå ñà ñúùî áåçìàñîâè ñàìî àêî
rN/2 = 1, êîåòî å ñàìîñïðåãíàòèÿò ñëó÷àé: χ′n, n = N/2. Çà N = 4 èìàìå: i0 = i′0 = 1,
r1 = r3 = 0, r2 > 0, êîéòî å ñúùî áåçìàñîâ, àêî r2 = 1.
Íàé-íàêðàÿ, â ñëó÷àé íà R�ñèìåòðè÷íè ñêàëàðè èìàìå i0 = i′0 = N − 1 è âñè÷êè
4N íå÷åòíè ãåíåðàòîðè X+

1,4+k , X+
2,4+k , X+

3,4+k , X+
4,4+k , ñà åëèìèíèðàíè, ïðè êîåòî
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âñè÷êè êâàíòîâè ÷èñëà ñà íóëè, (5.60ã), êîåòî å òðèâèàëíîòî íåïðåâîäèìî ïðåäñòàâÿíå
(êàêòî è çà N = 1).
Çà m1 > 0 ñúîòâåòíàòà ôîðìóëà çà õàðàêòåðèòå å êîìáèíàöèÿ íà (6.96) è íåãîâèÿ
ñïðåãíàò:

ch L̂Λ =
∏

α∈∆+
1̄

α6=αa,4+k
a=1,2 , k=1,...,1+i′0

α6=αb,5+N−j
b=3,4 , j=1,...,1+i0

(1 + e(α)) − R = (6.107à)

=
∑

ŝ∈Ŵ bd
i0,i′0

(−1)`(ŝ) ŝ · ch V̂ Λ − R , (6.107á)

Ŵ bd
i0,i′0

≡ Ŵ b
i0 × Ŵ d

i′0
, (6.107â)

d = d2
N1 = d4

NN = m1 , j1 = j2 = 0 , i0 + i′0 ≤ N − 2,

ri = 0, i = 1, 2, . . . , i0, N − i′0, N − i′0 + 1, . . . , N − 1,

ri > 0, i = i0 + 1, N − i′0 − 1 , (6.107ã)

êúäåòî R îçíà÷àâà êîíòðà÷ëåíîâåòå, ïîðàæäàíåòî íà êîèòî å ñëåäñòâèå íà êðèòåðèÿ, ò.å.
íà óñëîâèÿ (6.79) ïðè εa,N+1−k = 0, a = 1, 2, k = 1, . . . , 1 + i′0 , εbj = 0, b = 3, 4,
k = j, . . . , 1 + i0 .
Çà òðåòàòà ñåðèÿ áåçìàñîâè UIRs ìîæåì äà äàäåì ìíîãî ïî-åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà
õàðàêòåðèòå áåç êîíòðà÷ëåíîâå. Äà ôèêñèðàìå ïàðàìåòúðà i0 = 0, 1, . . . , N − 2. Òîãàâà
ñå ñúäúðæàò ñàìî ñëåäíèòå ñúñòîÿíèÿ â L̂Λ :

X+
2,N+4−j · · · X+

2,N+4−i0
|Λ〉 , j = 0, 1, . . . , i0 , (6.108à)

X+
4,4+k · · · X+

4,N+3−i0
|Λ〉 , k = 1, . . . , N − 1− i0 , (6.108á)

ò.å. âñè÷êî N ñúñòîÿíèÿ, îñâåí âàêóóìà. Õàðàêòåðúò ñå çàäàâà ÷ðåç

ch L̂Λ = 1 +
i0∑

j=0

i0∏

i=j

e(α2,N+4−i) +
N−1−i0∑

k=1

N−1−i0∏

i=k

e(α4,4+i) ,

d = d2
N1 = d4

NN = m1 = 1, i0 = 0, 1, . . . , N − 2 ,

z = 2(i0 + 1)/N − 1 , j1 = j2 = 0 , ri = δi,i0+1 .

(6.109)
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7 ER ðåàëèçàöèÿ íà óíèòàðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ íà
ñóïåðêîíôîðìíàòà àëãåáðà

Äîòóê âñè÷êè ïðåäñòàâÿíèÿ áÿõà ðåàëèçèðàíè êàòî ìîäóëè íà Âåðìà. Â òàçè ãëàâà ùå
ðàçãëåäàìå íàêðàòêî ïàðàëåëíàòà êàðòèíà, â êîÿòî ïðåäñòàâÿíèÿòà ñà ðåàëèçèðàíè â
ïðîñòðàíñòâîòî íà ñóïåðïîëåòàòà è ñå íàðè÷àò ER (elementary representations). Êàêòî çíàåì îò
[7], ñóïåðïîëåòàòà çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâèòå ïðîìåíëèâè íà Ìèíêîâñêè êàêòî è îò
4N íà áðîé ãðàñìàíîâè êîîðäèíàòè θi

a, θ̄k
b , a, b = 1, 2, i, k = 1, . . . , N . Èìà åäíîçíà÷íà âðúçêà

ìåæäó íàáîðà ïðîìåíëèâè, êîèòî ïàðàìåòðèçèðàò ãðàñìàíîâîòî ïðîñòðàíñòâî, è íå÷åòíèòå
íóëåâè óñëîâèÿ, íàëîæåíè âúðõó |Λ〉. Èìåííî, àêî óñëîâèåòî X+

a,4+k |Λ〉 = 0, a = 1, 2, ñå
èçïúëíÿâà, òîãàâà ñóïåðïîëåòàòà íà ñúîòâåòíîòî ER íå çàâèñÿò îò ïðîìåíëèâàòà θk

a , äîêàòî,
àêî X+

a,4+k |Λ〉 = 0, a = 3, 4, ñóïåðïîëåòàòà çà òîâà ER íå çàâèñÿò îò ïðîìåíëèâàòà θ̄k
a−2 .

Ñóïåðãðóïàòà íà Ëè SL(4/N ;C) ñå ðåàëèçèðà êàòî ìàòðè÷íà ãðóïà ñ åëåìåíòè

G = (G)mn =
(

÷åòíè (4× 4) íå÷åòíè (4×N)
íå÷åòíè (N × 4) ÷åòíè (N ×N)

)
=

(
A B
C D

)
, gmn ∈ Aa ,

det
(
A−BD−1C

)
= det D ,

(7.110)

êúäåòî A = A0 ⊕ A1 e êîìïëåêñíà ãðàñìàíîâà àëãåáðà ñ êðàåí áðîé íå÷åòíè ãåíåðàòîðè, òàêà
÷å âñåêè åëåìåíò îò A å êðàéíà ñóìà íà ìîíîìè íà òåçè ãåíåðàòîðè. Êîíôîðìíàòà ñóïåðãðóïà
íà Ëè SU(2, 2/N) å ñëåäíàòà ðåàëíà ôîðìà íà ñóïåðãðóïàòà SL(4/N ;C):

G = SU(2, 2/N) =
{G ∈ SL(4/N ;C) | G+wG = w

}
, (7.111)

êúäåòî G+
mn = G∗mn, à ∗ å èíâîëþöèÿ â A ; ∗ ◦ ∗ = id. Â îêîëíîñò íà åäèíèöàòà G = exp G(A),

êúäåòî G(A) = A(R)(0̄) ⊗G(0̄) ⊕A(R)1̄ ⊗G(1̄) å ãðàñìàíîâàòà îáâèâêà íà G ïî îòíîøåíèå íà A:

A(R) =
{
ξ = ξ0̄ + ξ(1̄) ∈ A ; ξ∗a − (−i)aξa = 0

}
.

Ñóïåðïðîñòðàíñòâîòî ìîæå äà áúäå èäåíòèôèöèðàíî ñ ïîäãðóïàòà íà ñóïåðòðàíñëàöèèòå
X, êîÿòî ñå ïàðàìåòðèçèðà ÷ðåç 4 ÷åòíè è 4N íå÷åòíè åëåìåíòà îò A:

X =



G 3 x =



12 ix− 2θθ̄ 2θ
0 12 0
0 −2θ̄ 1N


 ;

xµ ∈ A0̄ , x∗µ = xµ , θk
a ∈ A1̄ , θ̄k

a ≡ (θk
a)∗ ,

x = σµxµ , (θθ̄)ab = θk
a θ̄k

b , k = 1, . . . , N ; a, b = 1, 2;



 .

(7.112)
Â ìàòðè÷íàòà ðåàëèçàöèÿ (7.110) èìàìå:
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M =








`σν
3eit/4 0 0
0 `+−1σν

3eit/4 0
0 0 eit/Nu


 ≡ ˆ̀σ̂ν

3ξ(t)û ;

ˆ̀ =




` 0 0
0 `+−1 0
0 0 1N


 , ` ∈ SL(2/0;C) (ò.å. `ab ∈ A0̄ , det` = 1) ;

σ̂ν
3 =




σν
3 0 0
0 σν

3 0
0 0 1N


 , ν = 0, 1 ; ξ(t) =




eit/4 0 0
0 eit/4 0
0 0 eit/N


 ,

t ∈ A0̄(R) (mod 2π) ;

û =



12 0 0
0 12 0
0 0 u


 , u ∈ SU(N/0)



 ;

(7.113)

A =








√
δ 0 0

0
√

δ
−1

0
0 0 1N


 = a(δ) , δ = eτ , τ ∈ A0̄(R)





. (7.114)

7.1 Èíäóöèðàíè ïðåäñòàâÿíèÿ
Ñåãà ðàçãëåæäàìå êëàñ îò P�èíäóöèðàíè ïðåäñòàâÿíèÿ íà êîíôîðìíàòà ñóïåðãðóïà G è
íåéíàòà ñóïåðàëãåáðà íà Ëè G, ðåàëèçèðàíè â ïðîñòðàíñòâîòî íà ñóïåðïîëåòàòà. Òå ñà
èíäóöèðàíè îò êðàéíîìåðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ Dχ íàMA (N äåéñòâà òðèâèàëíî),
êúäåòî χ å ñèãíàòóðàòà (5.43) (êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî, 2j1, 2j2; r1, . . . , rN−1 ñà íåîòðèöàòåëíè
öåëè ÷èñëà, èíäåêñèðàùè ïðåäñòàâÿíåòî íà SL(2,C) è íà SU(N), d å êîíôîðìíîòî òåãëî,
à z èíäåêñèðà ïðåäñòàâÿíå íà U(1), d, z ∈ C). Çà ñëó÷àÿ N = 4 ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò
ïðåäñòàâÿíèÿòà íà ôàêòîðãðóïàòà G/U(1), èçáèðàéêè z = 0.

Êðàéíîìåðíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà SL(2,C) ñå ðåàëèçèðàò â ïðîñòðàíñòâî V j (j ≡ (j1, j2)) îò

õîìîãåííè ïîëèíîìè íà êîìïëåêñåí âåêòîð z =
(

z1

z2

)
è íåãîâèÿ ñïðåãíàò z̄ =

(
z̄1, z̄2

)
[25]

V j ≡
{
ψ : C2 → C | ψ(λz, µz̄) = λ2j1µ2j2ψ(z, z̄), λ, µ ∈ C, λ, µ 6= 0

}
. (7.115)

Ïðåäñòàâÿíåòî Dj äåéñòâà â V j òàêà:
(
Dj(ˆ̀)ψ

)
(z, z̄) = ψ(`−1z, z̄`+−1) . (7.116)

Ïðåäñòàâÿíåòî íà {1, σ3}, (7.113), ñå èíäåêñèðà ñúñ ñèãíàòóðàòà ε = 0, 1. Íåãîâîòî äåéñòâèå
â V j è äåéñòâèåòî íà L ∼= SL(2;C)× {1, σ3} â V j ñå çàäàâà òîãàâà òàêà:

(
Dε(σ̂ν

3 )ψ
)

(z, z̄) = (−1)ενψ(σν
3z, z̄sn) ; Djε(ˆ̀σ̂ν

3 ) ≡ Dj(ˆ̀)Dε(σ̂ν
3 ) . (7.117)
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Çàäàâàìå ïðåäñòàâÿíåòî íà SU(N) â ïðîñòðàíñòâîòî V r (r = (r1, . . . , rN−1)) îò õîìîãåííè
ïîëèíîìè âúðõó SU(N):

V r =
{
ïîëèíîìè φ : SU(N) → C, φ

(
. . . ei(αk−ak−1)uk . . . , . . . e−i(αk−αk−1)ūk . . .

)
(7.118à)

= exp

(
i

N−1∑

k=1

(αk − αk−1)mk

)
· φ(u1, . . . , ūN ); (uk)i = Ui,N+1−k, U ∈ SU(N) ,

Dikφ ≡
(

uk ∂

∂ui
− θ̄i ∂

∂k

)
φ = 0 , 1 5 k < i 5 N

}
. (7.118á)

Èçèñêâàíåòî (7.118á) ïîçâîëÿâà åëåìåíòèòå íà V r äà çàâèñÿò ñàìî îò N − 1 àðãóìåíòà, ò.å.
φ = φ(u1, . . . , uN−1). Ïðåäñòàâÿíåòî Dr íà SU(N) äåéñòâà âúðõó V r òàêà:

(Dr(U)φ) (u1, . . . , uN−1) ≡ φ(U−1u1, . . . , U−1uN−1) . (7.119)

Ïðåäñòàâÿíåòî íà SL(2,C)×SU(N) ñå ðåàëèçèðà â òåíçîðíîòî ïðîèçâåäåíèå Wχ = V j⊗V r

íà äâåòå êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà V j è V r. Ïðåäñòàâÿíåòî Djελr íà ãðóïàòà M äåéñòâà â
Wχ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Djελr(ˆ̀σ̂ν
3ξ(t)û) ≡ exp(

it

2
λN )Djε(ˆ̀σν

3 )Dr(û) , λN ≡ λ

(
4−N

2N
+ δN4

)
. (7.120)

Ò.ê.
ξ(π)ξ(π) =

(
exp(2πi/4)14 0

0 exp(2πi/N)1N

)
, (7.121)

ñëåä çàìåñòâàíå â (7.120), ïîëó÷àâàìå

λN + j1 − j2 +
2m

N
∈ Z , ε = z + j1 − j2 + (2/N)

∑
mi (mod2) . (7.122)

Ïðåäñòàâÿíèÿòà Djελr íà ãðóïàòà M âúðõó Wχ ìîãàò äà áúäàò ïðîäúëæåíè äî
ïðåäñòàâÿíèÿ âúðõó ÷åòíàòà ñóïåðãðóïà SL(2/0;C)×SU(N/0) . ER ñå äåôèíèðàò ÷ðåç ñëåäíîòî
óñëîâèå çà êîâàðèàíòíîñò â ζχ ⊂ Wχ

F (gman) = D−1
χ (ma)F (g) , (7.123)

êúäåòî âúðõó F ∈ ζχ ñå ðåàëèçèðàò ïðåäñòàâÿíèÿòà ER. Äåéñòâèåòî íà ïðåäñòàâÿíèåòî T χ ñå
çàäàâà ÷ðåç ëÿâîòî ðåãóëÿðíî äåéñòâèå

(T χ(g)F ) ≡ F (g−1g) . (7.124)

Äðóãà ðåàëèçàöèÿ å ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè, êîèòî ïðèåìàò çíà÷åíèå â A0, óäîâëåòâîðÿâàùè
(7.118á):

F(g ˆ̀̂u) = F (g, π(`), π(`), u) , (π(`))a = `a2 (7.125)
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7.2 Èíâàðèàíòíè äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
Â îáùî ïîëîæåíèå ER ñà íåïðåâîäèìè. Ïðåâîäèìèòå íàìèðàìå ÷ðåç ïðèãàæäàíå íà óñëîâèÿòà
îò àëãåáðè÷íàòà òåîðèÿ íà Êàö çà îñíîâíèòå êëàñè÷åñêè ñóïåðàëãåáðè íà Ëè, êîÿòî ðàçãëåæäà
ïðåäñòàâÿíèÿòà êàòî ïðåäñòàâÿíèÿ ñ ìëàäøå òåãëî. Íà âñÿêî ER χ ñå ñúïîñòàâÿ ìîäóë (LWM)
íàä GC ñ ìëàäøå òåãëî Λ = Λ(χ) ∈ (HC)∗ (HC å êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà íà GC) è ìëàäøè
âåêòîð v :

Hv = (λ + ρ)(H)v , H ∈ HC , 2ρ =
∑

α>0,÷åòíè
α −

∑

α>0,íå÷åòíè
α , (7.126à)

Xv = 0 , x ∈ GC− , (7.126á)

êúäåòî GC− ñúîòâåòñòâà íà îòðèöàòåëíèòå êîðåíè (GC = GC+ ⊕HC ⊕ GC−). Äîñòàòú÷íî å (7.126á)
äà ñå èçèñêâà ñàìî çà X = e−α, α � ïðîèçâîëåí ïðîñò êîðåí, e−α ñúîòâåòñòâà íà −α.
Ñúîòâåòñòâèåòî ñ ìîäóë ñ ìëàäøè âåêòîð (LWM) ñå èçðàçÿâà ñúñ ñëåäíîòî ðàâåíñòâî [26]:

(X̂F)(g) =
d

ds
F(g exp(s ·X))

∣∣∣∣
s=0

, X ∈ GCa , s ∈ Aa , (7.127)

Âñåêè åëåìåíò F ìîæå äà èãðàå ðîëÿòà íà ìëàäøè âåêòîð. Òúé êàòî ðàáîòèì ñ ðåàëíàòà ôîðìà
G è ñ êðàéíîìåðíè ïðåäñòàâÿíèÿ íà MA, ôóíêöèèòå F óäîâëåòâîðÿâàò:

(eαi)
ki F = 0 , ki = −2 (λ, αi) / (αi, αi) ∈ N , (7.128)

êúäåòî αi ñà ïðîñòèòå êîìïàêòíè êîðåíè.9 Èçõîæäàéêè îò (4.23à), ìîäóëèòå LWM ñà ïðåâîäèìè
ñàìî àêî ïîíå åäíî îò âñè÷êè 4 + 4N óñëîâèÿ å èçïúëíåíî:

2 (Λ, α) = −k (α, α) , k ∈ N , (7.129)
êúäåòî α å íåêîìïàêòåí ïîëîæèòåëåí êîðåí. Àêî α å êîìïàêòåí, óñëîâèåòî (7.129) å
àâòîìàòè÷íî èçïúëíåíî çà k = 2j1+1, 2j2+1, r1+1, . . . , rN−1+1 ïîðàäè (7.128). Åêñïëèöèòíî,
óñëîâèåòî (7.129) çà âñè÷êè 4N íà áðîé íå÷åòíè êîðåíè å ïîñî÷åíî â (5.50).

Âèíàãè, êîãàòî (7.129) å èçïúëíåíî çà íÿêîå (α, k), ñå ïîðàæäà ñïëèòàù äèôåðåíöèàëåí
îïåðàòîð (íåòðèâèàëåí) ζχ → ζ ′χ, êúäåòî χ′ ñå îïðåäåëÿ îò α òàêà:

Λ′ = Λ− 2 (Λ, α) / (α, α) = Λ + kα = wαΛ , α− ÷åòíè , (7.130à)
Λ′ = (Λ + α) , (Λ, α) = 0 , α− íå÷åòíè , (7.130á)

êîåòî ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ÷åòíè è íå÷åòíè âàéëîâè îòðàæåíèÿ, äåéñòâàùè âúðõó
òåãëàòà (ñèñòåìàòà îò êîðåíè íå å èíâàðèàíòíà ñïðÿìî íå÷åòíèòå îòðàæåíèÿ).

Êîíñòðóêöèÿòà íà èíâàðèàíòíèòå äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè âçàèìñòâà îò àëãîðèòúìà íà
àëãåáðè÷íàòà êàðòèíà çà LWM. Êàêòî ñïîìåíàõìå â ãëàâà 3, êîãàòî Λ å ïðåâîäèì çà íÿêîå
(α, k), òîãàâà ìîäóëúò Λ + kα ìîæå äà ñå èäåíòèôèöèðà ñ ïîäìîäóë íà Λ, êîåòî ïðåäïîëàãà

9Ñèñòåìàòà îò êîðåíè ñå äåëè îñâåí íà ÷åòíè è íå÷åòíè è íà êîìïàêòíè è íåêîìïàêòíè. Êîìïàêòíèòå ñà
òåçè, êîèòî ïðèåìàò íóëåâè ñòîéíîñòè âúðõó A, à íåêîìïàêòíèòå � îñòàíàëèòå. Çà G âñè÷êè êîìïàêòíè êîðåíè
ñà ÷åòíè [3].
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íàëè÷èåòî íà âåêòîð vs, íàðå÷åí ñèíãóëÿðåí, ðàçëè÷åí îò ìëàäøèÿ âåêòîð íà Λ, êîéòî îáà÷å
èìà õàðàêòåðèñòèêà íà ìëàäøè âåêòîð çà Λ + kα. Òîçè âåêòîð ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí òàêà
[15]:

vs = P(eα1 , . . . , eα`
)v , (` = rank G) , (7.131)

êúäåòî P å õîìîãåíåí ïîëèíîì íà âåêòîðèòå eαi , ñúîòâåòñòâàùè íà ïðîñòèòå êîðåíè, ñúñ
ñòåïåíè

k k1, . . . , k k` , α =
∑

kiαi , ki = 0, 1 ,

êúäåòî å èçâúðøåíî ðàçëàãàíå íà α ïî ïðîñòè êîðåíè, à ki ñà ñòåïåíèòå, ñ êîèòî ó÷àñòâà
âñåêè eαi .

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ñå èäåíòèôèöèðà äèôåðåíöèàëíèÿò îïåðàòîð Dα, ñúîòâåòñòâàù
íà ñèíãóëÿðíèÿ âåêòîð vs, ÷ðåç çàìÿíà íà âñåêè âåêòîð eα ñúñ ñúîòâåòíîòî äÿñíî äåéñòâèå
íà êα âúðõó F ∈ ζχ

vs −→ DαF = P(êα1 , . . . , êα`
)F . (7.132)

Ñëåäâà ñïèñúê ñ óñëîâèÿòà, êîèòî òðÿáâà äà èçïúëíÿâàò ñóïåðïîëåòàòà F , êîãàòî ñà
èçïúëíåíè ñëó÷àèòå, ïðè êîèòî ñå íàáëþäàâà ïðåâîäèìîñò (5.51), êàêòî è ÿâíèÿò âèä íà
îïåðàòîðèòå Dχ [8]:

d = d1
N1 , D̃′1 F ≡ (

u1D̄ε∂/∂z̄
) F = 0 , (7.133à)

d = d2
N1 , D1 F ≡ (

u1D̄z̄
) F = 0 , (7.133á)

d = d3
NN , D̃′N F ≡ (

ūNDε∂/∂z
) F = 0 , (7.133â)

d = d4
NN , DN F ≡ (

ūNDz
) F = 0 , (7.133ã)

êúäåòî

Dka ≡ ∂

∂θk
a

+ iθ̄k
b ∇̃ba , D̄ka ≡ ∂

∂θ̄k
a

− i∇̃abθ
k
b , ε =

(
0 1

−1 0

)
;

k = 1, . . . , N ; a, b = 1, 2 ;

∇̃ ≡ σ̃µ∇µ , σ̃µ ≡ −σµ , ∇µ ≡ ∂

∂xµ
.



7 ER ðåàëèçàöèÿ íà óíèòàðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ íà ñóïåðêîíôîðìíàòà àëãåáðà38

Ïðèëîæåíèå. Õàðàêòåðè íà ÷åòíàòà ïîäàëãåáðà

Äà ïðèïîìíèì ñòðóêòóðàòà íà ÷åòíàòà ïîäàëãåáðà: GCI
0 = sl(4) ⊕ gl(1) ⊕ sl(N) ⊂ GCI .

Èçáèðàìå áàçèñ, â êîéòî êàðòàíîâàòà ïîäàëãåáðà H íà GCI å ñúùî êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà íà
GCI

0 . Òúé êàòî ïîäàëãåáðàòà GCI
0 å ðåäóêòèâíà, ñúîòâåòíèòå ôîðìóëè çà õàðàêòåðèòå ùå áúäàò

äàäåíè ÷ðåç ïðîèçâåäåíèåòî íà ôîðìóëèòå íà õàðàêòåðèòå íà äâàòà ïðîñòè ôàêòîðà sl(4) è
sl(N).

Çàïî÷âàìå ñúñ ñëó÷àÿ sl(4). Îçíà÷èõìå øåñòòå ïîëîæèòåëíè êîðåíè íà sl(4) ÷ðåç αij ,
1 ≤ i < j ≤ 4. Çà îïðîñòÿâàíå íà ôîðìóëèòå çà õàðàêòåðèòå ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèå çà
ôîðìàëíèòå åêñïîíåíòè, ñúîòâåòñòâàùî íà ïðîñòèòå êîðåíè íà sl(4): tj ≡ e(αj,j+1), j = 1, 2, 3;
òîãàâà çà òðèòå íåïðîñòè êîðåíà ïîëó÷àâàìå: e(α13) = t1t2, e(α24) = t2t3, e(α14) = t1t2t3 .
Èçðàçåíà ÷ðåç òÿõ, ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå íà Âåðìà�ìîäóë íàä sl(4) å:

ch0 V Λs
=

e(Λs)
(1− t1)(1− t2)(1− t3)(1− t1t2)(1− t2t3)(1− t1t2t3)

, (Ï.1)

êúäåòî ÷ðåç Λs îçíà÷àâàìå ìëàäøåòî òåãëî íà sl(4).
Ïðåäñòàâÿíèÿòà íà sl(4), êîèòî ðàçãëåæäàìå, ñà áåçêðàéíîìåðíè. Êîãàòî d > dmax,

åäèíñòâåíèòå ïðåâîäèìîñòè çà Âåðìà�ìîäóëà âúðõó sl(4) ñà ñâúðçàíè ñ êîìïëåêñèôèêàöèÿòà
íà ïîäàëãåáðàòà íà Ëîðåíö íà su(2, 2), ò.å. ñ sl(2) ⊕ sl(2), è ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå ñå
çàäàâà ÷ðåç ïðîèçâåäåíèåòî íà äâàòà õàðàêòåðà çà êðàéíîìåðíèòå íåïðåâîäèìè ïðåäñòàâÿíèÿ
íà sl(2). Õàðàêòåðúò çà sl(4) å:

ch0 LΛs = ch0 V Λs − ch0 V Λs+n1α12 − ch0 V Λs+n3α34 + ch0 V Λs+n1α12+n3α34 =

=
e(Λs) (1− tn1

1 ) (1− tn3
3 )

(1− t1)(1− t2)(1− t3)(1− t1t2)(1− t2t3)(1− t1t2t3)
=

= e(Λs) Qs
n1,n2

,

n1 = 2j1 + 1, n3 = 2j2 + 1, d > dmax ,

(Ï.2)

êàòî ñìå âúâåëè îçíà÷åíèåòî Qs
n1,n2

çà õàðàêòåðà, ôàêòîðèçèðàí ïî e(Λs) (âèæ (5.45)). Ãîðíàòà
ôîðìóëà î÷åâèäíî èìà âèäà (4.34) ñëåä êàòî çàìåíèì W 7→ W2×W2 , êúäåòî W2 å âàéëîâàòà
ãðóïà íà sl(2), ñúäúðæàùà äâà åëåìåíòà.

Êîãàòî d 5 dmax, èìà äîïúëíèòåëíè ñëó÷àè íà ÷åòíè ïðåâîäèìîñòè � (5.63),(5.64), êàêòî
è êîìáèíàöèÿ îò òÿõ.

Òîãàâà çà ðåäóöèðàíèÿ õàðàêòåð ïîëó÷àâàìå
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ch0 LΛs =

= e(Λs) Qs
n1,n2

· (1− t1t2t3) =
e(Λs) (1− tn1

1 ) (1− tn3
3 )

(1− t1)(1− t2)(1− t3)(1− t1t2)(1− t2t3)
,

çà (5.64à), d = d1
N1 = d3

NN = 2 + j1 + j2 , j1j2 > 0 ; (Ï.3à)

= e(Λs) Qs
1,2 · (1− t2t3) =

e(Λs) (1− t3))
(1− t2)(1− t1t2)(1− t1t2t3)

,

çà (5.64á), d = d1
N1 = d4

NN = 3/2 , j1 = 0 , j2 =
1
2

; (Ï.3á)

= e(Λs) Qs
2,1 · (1− t1t2) =

e(Λs) (1 + t1))
(1− t2)(1− t2t3)(1− t1t2t3)

,

çà (5.64ã), d = d2
N1 = d3

NN = 3/2 , j1 =
1
2

, j2 = 0 ; (Ï.3â)

= e(Λs) Qs
1,1 · (1− t1t2

2t3) =
e(Λs) (1− t1t2

2t3))
(1− t2)(1− t1t2)(1− t2t1t3)(1− t1t2t3)

,

çà (5.64â), (5.64ä), (5.64å), d = 1 , j1 = j2 = 0 . (Ï.3ã)

Â ñëó÷àÿ íà sl(N), ïðåäñòàâÿíèÿòà ñà êðàéíîìåðíè, ò.ê. ñà èíäóöèðàíè îò UIRs íà su(N).
Ôîðìóëàòà çà õàðàêòåðèòå å (4.34), êîåòî îòáåëÿçâàìå, çà äà âúâåäåì ñúîòâåòíîòî èçíà÷åíèå:

ch0 LΛu(r1, . . . , rN−1) =
∑

w∈Wu

(−1)`(w) ch0 V w·Λu
, Λu ∈ −Γu

+ (Ï.4)

Èíäåêñúò u ñå èçïîëçâà, çà äà ñå îòëè÷àò âåëè÷èíèòå, êîèòî ñå îòíàñÿò çà òîçè ñëó÷àé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðúò å áëàãîäàðåí íà ïðîô. Âëàäèìèð Ê. Äîáðåâ çà íåîöåíèìàòà ïîìîù, áåç êîÿòî
íàïèñâàíåòî íà òàçè ðàáîòà áè áèëî àáñîëþòíî íåâúçìîæíî.
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